Statistik

Johannes Barth

Woher stammt die 6 im Korrelationskoeffizienten
von Spearman?

1. Vorbemerkung

In Statistikvorlesungen, -kursen und -Ubungen der deskriptiven
Statistik werden u. a. die Zusammenhangsmale von Pearson
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besprochen. Thre mathematischen Formeln sind vom “Ausse-
hen” her sehr verschieden. Des Ofteren taucht deshalb die
Frage auf, ob beide Formeln etwas gemeinsam haben - die
Antwort lautet ja. Sodann stelit sich die Frage, woher die 6 im
Zahler der Formel von Spearman kommt - die Antwort lautet,
das kann man irgendwie aus der Formel von Pearson ableiten.
Méchte sich jetzt der interessierte Statistiker in Lehrbiichern
schlau machen, so st6t erin der Uberwiegenden Zahl der Fal-
le nur auf die Darstellung der reinen Formeln.

Dies hat den Autor bewogen, den Zusammenhang zwischen
dem Korrelationskoeffizienten von Pearson und dem Rang-
korrelationskoeffizienten von Spearman etwas néher zu erlgu-
tern.

Die Frage nach dem (linearen) Zusammenhang, der Korre-
lation zwischen zwei Variablen ist in der Statistik von zentraler
Bedeutung. Viele Statistiker haben sich mit diesem Thema be-
schaftigt und damit Eingang in die Lehrblcher der deskriptiven
Statistik gefunden, so etwa Bravais-Pearson, Fechner, Spear-
man und Kendall.

2. Abhéngigkeit von Merkmalien

Zur Charakterisierung zweidimensionaler (bivariabler) Haufig-
keitsverteilungen kann man die Daten in Tabellen bzw. Kontin-
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genztafeln erfassen, wobei das erste interessierende Merkmal
mit X und das zweite mit Y bezeichnet wird. Aus rein methodi-
scher Sicht ist es nicht notwendig zu unterscheiden, ob die Va-
riable X von Y beeinflusst wird oder umgekehrt Y von X. Die
grafische Darstellung kann in dreidimensionalen Bildern oder
in einem x-y-Koordinatensystem anhand einer Punktwolke er-
folgen.

Die Aufgabe in der Korrelationsrechnung besteht nun darin,
den stochastischen (linearen) Zusammenhang zwischen den
zu untersuchenden Variablen X und Y zu analysieren und
durch geeignete Kennziffern, so genannte Zusammenhangs-
malfle, quantitativ zu charakterisieren, also Zusammenhinge
zwischen stetigen oder auch diskreten Zufallsvariablen zu
messen, deren Realisationen quantitativ oder qualitativ sein
kdnnen. Hierbei soll darauf hingewiesen werden, dass die Sta-
tistik weder die Kausalitit, d. h. ob eine Variable X von einer
Variablen Y kausal beeinflusst wird oder umgekehrt ¥ von X,
“beweisen” kann, noch stellt sie die Frage nach dem Sinn ei-
nes Zusammenhangs (“Scheinkorrelation™). Sie kann eine vor-
liegende Theorie - oder auch die vorhandenen Zweifel daran -
bestenfalls “bestérken”.

Die Wahl eines geeigneten Korrelationskoeffizienten hangt
u. a. davon ab, welche Skalierung den Daten zu Grunde liegt,
d. h. welche Sachlogik sich hinter den numerischen Merkmals-
auspragungen verbirgt.

Im Folgenden werden die drei wichtigsten Skalierungen kurz
erlautert.

Eine Nominalskala liegt vor, wenn die Ausprégungen des
untersuchten Merkmals durch die zugeordneten Zahlen ledig-
lich unterschieden werden sollen, d. h. sie lassen sich nicht
eindeutig in einer Rangfolge ordnen (z. B. Geschlecht, Religi-
on, Nationalitat). Bei ordinal skalierten Merkmalen kdnnen die
Auspragungen nicht nur unterschieden, sondern auch in eine
Rangfolge gebracht werden (z. B. Schulnaten, Intelligenzquo-
tienten). Bei metrisch skalierten Merkmalen kann auBer der
Bildung der Rangfolge noch bestimmt werden, in welchem
Ausmal3 (Intervall) sich je zwel verschiedene Merkmalsaus-
pragungen unterscheiden (z. B. Gewicht, KorpergroBe, Entfer-
nung, Produktionsdauer).
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Bei nominal skalierten Daten werden die Zusammenhangs-
maBe Kontingenzkoeffizienten, bei ordinal skalierten Daten
Rangkorrelationskoeffizienten und bei metrisch (kardinal) ska-
lierten Daten (MaB-) Korrelationskoeffizienten genannt.

Fiir metrisch skalierte Daten liefert vor allem der von dem
Statistiker K. Pearson entwickelte Korrelationskoeffizient r die
gesuchte Information tiber den “Grad der Anschmiegung” der
Beobachtungen an die Hegressionsgérade oder, wie man
auch sagt, iber die “Strammheit des Zusammenhangs” zwi-
schen den Beobachtungen der Variablen X und Y. Der Varia-
tionsbereich von r liegt zwischen - 1 und + 1.

Fir den Fall aber, dass ordinale Datenreihen vorliegen, bzw.
nur die Rangfolge von Daten angegeben werden kann, ver-
sagt die Berechnung des Abhéngigkeitsmafes nach Pearson.
Um nun einen Zusammenhang bei solchen Datenreihen empi-
risch festzustellen, wurde von Spearman die Formel eines
Rangkorrelationskoeffizienten rs entwickelt. Er ist also ein or-
dinales Abh&ngigkeitsmaB und ebenfalls im Intervall | r,|<1zu
interpretieren. Der Rangkorrelationskoeffizient kann auch als
Approximation fir r eingesetzt werden. Er wird dann verwandt,
wenn man den mit der Berechnung von r verbundenen Re-
chenaufwand scheut. Es muss aber immer beriicksichtigt wer-
den, dass rs nur ein relativ grobes (Ersatz-) MaB fur r darstellt
und man auf die “Genauigkeit” des quantitativen Merkmals
verzichtet. Es wird nur noch die Frage betrachtet, ob die den
Merkmalstrdgern zugrunde liegenden Werte gréBer oder klei-
ner sind. Da es bei vielen Problemstellungen nur auf Gréen-
ordnungen ankommt, kann rs tatséchlich oft gute Dienste leis-
ten.

Bei der Berechnung des Rangkorrelationskoeffizienten geht
man so vor, dass man fiir die Ausgangsdaten Rangziffern ver-
gibt, um nur noch mit diesen Rangziffemn zu arbeiten, d. h. Ori-
ginaldaten werden in Rangplatze umgewandelt. Bei der Fest-
legung der Rangzahlen ist darauf zu achten, dass gleich groBe
Werte bei einer Verdnderlichen (sog. Bindungen) auch mit
gleichen Rangzahlen belegt werden. Um dies zu erreichen
wird bei gleich groBen Werten aus den Rangzahlen das arith-
metische Mittel gebildet.

Eine statistisch exakte Beurteilung der Stérke des Zusam-
menhangs kann in Verbindung mit der Wahrscheinlichkeit er-
folgen. Dann kénnen auch Fragen nach einer “Signifikanz’ des
Zusammenhangs beantwortet werden.

3. Ableitung des Spearman-Korrelationskoeffizienten
aus dem Korrelationskoeffizienten von Pearson

Fur die Ableitung des Korrelationskoeffizienten von Spearman
geht der Autor vom Korrelationskoeffizienten von Pearson in
der mit (4) gekennzeichneten Form aus. Zur lllustration seien
einige gleiche Formeln zur Berechnung des Pearson- Korrela-
tionskoeffizienten nebeneinander gestellt.
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Da alle Haufigkeiten gleich 1 sind, gelten folgende Formeln:
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(als Quotient von Abweichungssummen)

In Formel (4) werden nun an Stelle der Messwerte x und y;
Rangplatze R(x;) und R(yi) eingefiihri. Der Einfachheit halber
werden aber die Bezeichnungen x; und y;j beibehalten.

Stilischweigend wird vorausgesetzt, dass die fir die Berech-
nung von r notwendigen Voraussetzungen gegeben sind: Ste-
tigkeit der beiden Zufallsvariablen X und Y sowie ihrer Vertei-
lungen; moglichst bivariate Normalverteilung in der Grundge-
samtheit; metrische Skalierung von X und Y und damit Aqui-
distanz (Gleichabstandigkeit) aufeinander folgender Werte.
Gerade die zuletzt genannte Voraussetzung ist bei Rangfol-
gen meist nie gegeben. Auch ist die Problematik, wie gleiche
Rangplatze zu bericksichtigen sind, fir die Berechnung des
Spearman-Korrelationskoeffizienten nicht hinreichend genau
geklart. Fir den Fall, dass keine Rangbindungen vorkommen,
d. h. keine gleich groBen Range vergeben werden missen,
lasst sich folgende Berechnung durchfihren:

Bei n Beobachtungspaaren durchlaufen die Rangdaten x;
und y;j daher alle Werte von 1 bis n und es gilt

(5) X=Y und s’ =s].

Weiter gilt:

M=
X

I
BN

7 ixf:éyf:—;—ﬁ(nn)(znﬂ) mit X =

I=1

|

Monatsheft 7/2000 SL



Fir den Nenner der obigen Formel (4) des Korrelationskoeffi-
zienten folgt damit:
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Fur den Zahler der Formel (4) des Korrelationskoeffizienten,
also die Kovarianz, gilt die Beziehung
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Wenn nun die Ausdriicke fiir Zahler (9) und Nenner (8) in die
Formel (4) des Korrelationskoeffizienten r eingesetzt werden,
so erhalt man:
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Man sieht also, der Rangkorrelationskoeffizient von Spearman
Is ist ein auf die Rangzahlen angewandter Pearson-Korrelations-
koeffizient. Er ist ein MaB flir den Zusammenhang zwischen
Merkmalen, die nach einer Rangskala geordnet werden kén-
nen. Die Differenz der Rangziffern schreibt man héufig als
Di = xi—yi und nennt sie Rangdifferenzen.

4. Anwendungen

1. Beispiel

Das erste Beispiel sei die Berechnung des Zusammenhangs
zwischen Wabhlbeteiligung und den Anteilen der beiden Partei-
en CDU und SPD an den gltigen Stimmen bei der Landtags-
wahl 1999 im Saarland. Eine alte Wahiweisheit lautet, je héher
die Wahlbeteiligung ist, desto besser st das Ergebnis der CDU
und desto niedriger das der SPD. Es soll Uberprift werden, ob
sich dieser Zusammenhang bei der Landtagswah! 1999 fir die
Ergebnisse der saarlandischen Gemeinden bestitigt.

Auf der Grundlage der Ergebnisse der Landtagswahi 1999
nach Gemeinden werden die Zusammenhangsmafe nach
Pearson und nach einer Umrechnung in Range nach Spear-
man berechnet. (Originaldaten findet der Leser auch im Inter-
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comeinde ‘é‘éf;'l SPD | cDU r’e Et‘gl'] sPD | cou
Antell in % Rang

Saarbrlicken,
Landeshauptstadt 62,8 45,0 40,5 3,5 29,5 9
Friedrichsthal, Stadt 708 535 39,7 225 51 8
GroBrosseln 73,1 53,9 38,0 34,5 52 4
Heusweiler 70,7 42,4 48,5 20,5 19 35,5
Kieinblittersdorf 72,7 42,3 47,8 30,5 18 28
Piittlingen, Stadt 73,7 41,5 50,5 37 14 40
Quierschied 73,6 41,6 52,1 36 15 45
Riegelsberg 726 421 48,0 285 16 31
Sulzbach/Saar, Stadt 64,2 49,7 39,3 5 45 6
Volkiingen, Stadt 62,8 50,0 39,6 3,5 a7 7
Beckingen 71,7 461 45,6 25 33 20
Losheim am See 70,7 40,3 51,0 20,5 " 42
Merzig, Kreisstadt 68,6 425 49,2 14 20 375
Mettlach 67,9 45,0 471 10,5 29,5 26
Perl 72,5 32,8 59,6 27 1 52
Wadern, Stadt 74,7 42,9 48,3 42 21 33,5
Weiskirchen 74,3 38,9 54,5 41 9 50
Eppeiborn 76,0 41,0 53,0 44 13 46
llingen 76,7 43,8 47,9 46 25 29,5
Merchweiler 70,3 46,7 45,8 19 34,5 21
Neunkirchen, Kreisstadt | 61,0 53,0 36,8 1 50 2
Ottweiler, Stadt 69,5 49,9 36,9 17 46
Schiffweiler 70,8 52,7 38,5 22,5 49
Spiesen-Elversberg 65,0 48,4 411 7 40 11
Dillingen/Saar, Stadt 65,6 43,2 48,2 8 23 32
Lebach, Stadt 731 379 540 345 4 48
Nalbach 728 382 533 32 55 47
Rehlingen-Siersburg 738 488 43,1 385 42 15
Saarlouis, Kreisstadt 64,8 42,2 47,9 6 17 29,5
Saarwellingen 68,2 44,6 46,8 12 27 24
Schmelz 70,2 435 485 18 24 355
Schwalbach 73,0 48,0 441 33 39 16,5
Uberherm 772 46,7 450 47 345 19
Wadgassen 67,2 47,9 429 9 38 13
Wallerfangen 68,7 45,5 441 15 3 16,5
Bous 72,1 48,9 407 26 43 10
Ensdorf 69,4 49,0 422 16 44 12
Bexbach, Stadt 68,5 46,9 43,0 13 36 14
Blieskastel, Stadt 71,5 40,5 47,3 24 12 27
Gersheim 774 38,6 51,4 49 8 43
Homburg, Kreisstadt 61,2 38,2 49,2 2 5,5 37,5
Kirkel 72,6 50,1 35,8 28,5 48 1
Mandelbachtal 765 370 506 45 3 41
St. Ingbert, Stadt 67,9 39,4 47,0 10,5 10 25
Freisen 750 449 4986 43 28 39
Marpingen 81,2 47,3 48,5 51 37 23
Namborn 74,1 43,9 48,3 40 26 33,5
Nohfelden 77,3 48,6 44.8 48 41 18
Nonnweiler 78,8 45,7 46,0 50 32 22
Oberthal 81,9 43,0 51,5 52 22 44
St. Wendel, Kreisstadt 72,7 38,3 54,1 30,5 7 49
Tholey 738 343 582 385 2 51
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net unter www.statistik.saarland.de oder in der Einzelschrift
Nr. 106/99 “Wahlen 1999").

Die Berechnung des Korrelationskoeffizienten von Pearson
ergibt einen Zusammenhang von r = + 0,395 zwischen Wahl-
beteiligung und Stimmenanteil der CDU und von r = - 0,208
zwischen Wahlbeteiligung und Stimmenanteil der SPD.

Die entsprechenden Rangkoeffizienten lauten rs = + 0,418
und rs = - 0,231. Damit bestatigen beide Koeffizienten obige
Behauptung. Die Ergebnisse weichen aber auf Grund der zu-
vor beschriebenen unterschiedlichen Berechnungsansitze
der Korrelationskoeffizienten von Pearson und Spearman et-
was voneinander ab.

2. Beispiel

Ein typisches Beispiel aus den Lehrbiichern der deskriptiven
Statistik zur Darstellung des Rangkorrelationskoeffizienten
von Spearman ist die Ermittlung des Zusammenhangs bei
Klausurnoten verschiedener Facher. Ich mdchte hier aber ein
anderes konstruiertes Beispiel verwenden.

Fir zehn Angestellte wurde mit einer Testarbeit sowohl ihre
organisatorische Geschicklichkeit X als auch ihre Arbeitssorg-
falt Y ermittelt. Es ergaben sich folgende Bewertungszahlen
und Rangziffern:

. | Organisatorisches Geschick Arbeitssorgfalt
Angestellter i
Punkte Rang Punkte | Rang

1 59 7 22 3

2 45 3 38

3 63 9 40 10

4 70 10 35 8

5 37 1 33 7

6 53 5 17 1

7 46 4 25 5

8 54 6 23 4

9 43 2 18 2
10 60 8 29 6

Der Rangkorrelationskoeffizient lautet rs = + 0,2848.

Es ist also nur eine schwach ausgepragt gleichsinnige Ten-
denz vorhanden.

Berechnet man anhand der vergebenen Punkte den Korre-
lationskoeffizienten nach Pearson, so erhaltmanr=-+0,2188.
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