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ZUSAMMENFASSUNG

Der Bedarf an regional differenzierten Daten steigt stetig an. Aus Kostengriinden wer-
den Stichproben oft nur auf aggregierter Ebene gezogen. Dadurch ist eine angemes-
sene Pradzision direkter Schatzer auf disaggregierter Ebene nicht gewdhrleistet. Als
Losung dieses Problems kann das robuste rdumliche Small-Area-Modell verwendet
werden. Aufgrund der hohen Komplexitdt des Modells ist eine geschlossene Losung
der auftretenden Gleichungen nicht mehr moglich. Fiir eine Anwendung in der Pra-
xis ist es daher wichtig, einen Algorithmus zu finden, der in vielen Féllen brauchbare
Ergebnisse liefert. Neben der Anwendung des Newton-GMRES-Algorithmus wird ein
neues Hybridverfahren zur Berechnung des Modells vorgestellt. AnschlieBend werden
die Verfahren anhand einer modellbasierten Simulation getestet.

N Keywords: small area statistics — robust method — spatial correlation — Newton
GMRES — hybrid algorithm

ABSTRACT

The demand for regional data is continuously increasing. For cost reasons, samples
are often drawn on aggregated levels. Consequently, direct estimators may suffer from
low precision on disaggregated levels. To solve this issue, the robust spatial small
area model is a suitable approach. A closed form solution of the occurring equations is
not possible due to the high complexity of the model. For use in practice it is therefore
important to find an algorithm that provides useful results in many cases. The paper
presents the Newton GMRES algorithm and a new hybrid algorithm for calculating the
model. Then a model based simulation is conducted to test their performance.
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Einleitung

Angenommen, es soll der durchschnittliche Mietpreis
in der Bundesrepublik Deutschland bestimmt werden.
Aus praktischen und Kostengriinden bietet sich hierzu
eine Stichprobenziehung an. Der deutsche Mikrozen-
sus, eine amtliche Erhebung, die jahrlich durchgefiihrt
wird und bei der ungefédhr 1% der Bevolkerung befragt
wird, kdnnte als Datengrundlage dienen. Nun ist aber
nicht nur die durchschnittliche Miete in der gesamten
Bundesrepublik Deutschland von Interesse, sondern es
sollen auch verldssliche Schatzungen auf Kreisebene
moglich sein. Wird nun die kleine Stichprobengrofe von
1% aufdie 295 Landkreise in Deutschland verteilt, kann
es dazu kommen, dass der Teilstichprobenumfang in
einzelnen Kreisen nicht mehr ausreicht, um eine verlass-
liche direkte Schdtzung des Mietpreises durchzufiihren.
In der Statistik nennt man solche geografisch geordne-
ten Gebiete mit unzureichendem Stichprobenumfang
Small Areas. Die Small-Area-Statistik befasst sich mit
Methoden und Modellen, die verwendet werden k&n-
nen, um die Prazision von Schatzungen in Small Areas
zu verbessern. Eine Ubersicht der Methoden ist in Miin-
nich und andere (2013) zu finden. Welchen Einfluss das
Stichprobendesign dabei hat, kann bei Miinnich und
Burgard (2012) nachgelesen werden.

Ein berihmtes Small-Area-Modell, das Hilfsinformati-
onen auf aggregierter Area-Ebene verwendet, ist das
sogenannte Fay-Herriot-Modell (Fay/Herriot, 1979). Arti-
cus (2013) wendete dieses Modell zur Losung des eben
beschriebenen Problems auf die Schdtzung von Miet-
preisen auf Kreisebene an. N Grafik 1 zeigt das Ergebnis
dieser Small-Area-Schatzung. Je dunkler die Kreise ein-
gefadrbt sind, desto héher der dortige durchschnittliche
Mietpreis. Es ist deutlich zu erkennen, dass ein raumli-
cher Zusammenhang der Mietpreise besteht. So ist zum
Beispiel der Mietspiegel der direkten Nachbarkreise von
Hamburg hoher als von Kreisen, die weiter von dieser
Grofstadt entfernt sind.

Leider kann das Fay-Herriot-Modell keine rdumlichen
Zusammenhdnge berichtigen. Jedoch ldasst sich das
Lineare Gemischte Modell um eine raumliche Modellie-
rung erweitern (Molina und andere, 2009, Seite 4). Nun
kann es sein, dass bestimmte Individuen in der Stich-
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Grafik 1

Mit dem Fay-Herriot-Modell geschéatzte durchschnittliche
regionale Mietpreise 2010
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Datengrundlage: Mikrozensus-Zusatzerhebung zur Wohnsituation. Ohne Hessen,
Baden-Wiirttemberg und Bayern.

Quelle: Articus, 2014 2016 - 01 - 0465

probe gezogen wurden, deren Mietpreis deutlich vom
durchschnittlichen Mietspiegel abweicht. So ist zum
Beispiel die Mieththe eines wohlhabenden Sdngers,
der seit Jahren in einem Fiinf-Sterne-Luxushotel wohnt,
nicht reprdsentativ fiir den gesamten Kreis. Um bessere
Schédtzer zu erhalten, kdnnen solche extremen Abwei-
chungen als AusreifRer interpretiert werden.

Auch bei Unternehmensdaten kann diese Problematik
auftreten, wenn ein grofles und viele kleine Unterneh-
men in einer Area gezogen wurden (Burgard und andere,
2014).

Schmid und Minnich (2014) haben das robuste Spa-
tial-Small-Area-Modell entwickelt, welches unempfind-
lich gegeniiber Ausreiflern ist und zusatzlich rdumliche
Korrelationen beriicksichtigen kann. Um die Parameter
dieses Modells schdtzen zu kdénnen, miissen einige
komplizierte Gleichungen geldst werden. Der bisher ver-
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wendete gewohnliche Newton-Algorithmus liefert aller-
dings nicht in allen Fallen brauchbare Ergebnisse.

Das Hauptziel der hier vorgestellten Masterarbeit ist es
deshalb, das robuste Spatial-Small-Area-Modell darzu-
stellen und einen Algorithmus zu finden, der in mog-
lichst vielen praktisch relevanten Fallen anwendbar ist.
Deshalb wird das Modell in Kapitel 2 vorgestellt und
dessen Herleitung skizziert. Kapitel 3 beschdftigt sich
mit den mathematischen Hintergriinden der verwen-
deten Algorithmen. Diese werden in Kapitel 4 in einer
modellbasierten Simulation auf ihre Praxistauglichkeit
getestet. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse erfolgt
in einem abschlieRenden Fazit.

2

Das robuste Spatial-Small-Area-Modell

2.1 Das Generelle Lineare Gemischte
Modell

Nach Jiang und Lahiri (2006, Seite 4) sind gemischte
Modelle besonders gut fiir Small-Area-Schdtzungen
geeignet, da sie flexibel und effizient verschiedene
Informationen und Fehlerquellen berichtigen konnen.
Erweitert man das lineare Modell y=X£+ e um einen
gebietsspezifischen Zufallseffekt (Area-Effekt), kann
zusatzliche Variation zwischen den Gebieten (Areas),
die nicht vom fixen Teil des linearen Modells erfasst
wird, erklart werden. Man erhalt

Definition 2.1 (Generelles Lineares Gemischtes Modell):
Das generelle lineare gemischte Modell ist definiert
durch

y =Xp+2v+e,
2.1 v~ N(0,G),
e~N(O,R).

Hier wird die abhingige Variable y € R" durch zwei
Komponenten erkldrt. Zundchst durch eine bekannte
Matrix X € R™” von Hilfsvariablen. Die unbekannten
Regressionskoeffizienten werden in dem Vektor S e RP
zusammengefasst. Die zweite Komponente ist die Mat-
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rix Z € R™4, 7 ist eine bekannte Modellmatrix, v der
dazugehorende Vektor der Area-Effekte. e € R" hinge-
gen ist ein Vektor von unbeobachtbaren Zufallsfehlern.
Es wird angenommen, dass die Kovarianzmatrizen
G :=G(0) und R:=R(6) von einem Varianzparameter-
vektor 0= (6,,...0,)" € R" abhingen. Zusitzlich gelte,
dass v und e multivariat normalverteilt sind. Somit ist
auch y als die Summe normalverteilter Zufallsvariab-
len selbst wieder normalverteilt mit Erwartungswert X
und Kovarianzmatrix V:= V(6) = R+ ZGZ'. Es gilt also
y~NXB, V).

2.2 Spatial-Small-Area-Schdtzung

Das generelle lineare gemischte Modell mit bisher
blockdiagonaler Kovarianzstruktur kann nun um eine
raumliche Modellierung erweitert werden (Molina und
andere, 2009, Seite 4). Dazu wird eine Nachbarschafts-
matrix W in der Korrelationsstruktur verwendet, die
angibt, welche Regionen miteinander benachbart sind.
Nach Pratesi und Salvati (2008, Seite 115) erhdlt man
G:=o2 ((l-pW) (|- pW)?! und R:=02/. Da W nach
Konstruktion zeilenstochastisch ist, geht die bisherige
Blockdiagonalgestalt von G verloren. Da (I, - pi¥)
invertierbar ist, wenn p e (- 1, 1) gilt, liegt eine Inter-
pretation von p als rdumlichen Korrelationskoeffizien-
ten nahe (Pratesi/Salvati, 2008, Seite 116).

2.3 Robuste Small-Area-Schatzung

Die bisherigen Modelle basieren auf der Annahme,
dass die Varianzkomponenten und somit auch y einer
Normalverteilung folgen. Wie Schmid (2011, Seite 46)
beschreibt, ist diese Normalverteilungsannahme in
der Praxis oft nicht erfiillt. Diese Abweichungen vom
zugrunde gelegten Modell kdnnen als Ausreiler in den
Daten interpretiert werden, die schlieflich ineffiziente
Schatzer zur Folge haben.

Richardson und Welsh (1995, Seite 1431) schreiben,
dass es besser ist, robuste Methoden zu verwenden,
welche eine mogliche Verzerrung immer beschranken.
Das heift, dass diese Methoden zum einen angemes-
sen effizient sein sollen, wenn die Normalverteilungsan-
nahme hdlt. Zum anderen sollen sie effizienter sein als
Methoden, die sich auf die Normalverteilungsannahme
stlitzen, wenn diese nicht erfiillt ist.
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Grafik 2
Huber-Funktion
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Eine Moglichkeit der Robustifizierung wurde von Fellner
(1986) vorgeschlagen, bei der die beobachteten Werte
an die geschatzten Werte angendhert werden. Nach
seiner Idee soll eine Funktion y(x) verwendet werden,
deren Absolutwert fiir grof3e x kleiner ist als x selbst und
gegen Null geht, wenn x sehr klein ist. Oft wird in die-
sem Zusammenhang die sogenannte Huber-Funktion
verwendet (Huber und andere, 1964, Seite 94). Fiir die
Wahl des Parameters k wird oft k=1.345 verwendet
(siehe zum Beispiel Chambers und andere, 2014, Seite
59). N Grafik 2

Sinha und Rao (2009, Seite 383 ff.) robustifizieren
die Maximum-Likelihood-Gleichungen des linearen
gemischten Modells (siehe Abschnitt 2.1), indem sie die
Huber-Funktion auf die Residuen y — X fanwenden.
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2.4 Das robuste Spatial-Small-Area-
Modell

Die Problematik von Ausreiern, die besonders bei klei-
nen Stichprobenumfdngen fiir ineffiziente Schatzungen
sorgen konnen, wurde bereits verdeutlicht. Dies gilt
vor allem, da die Normalverteilungsannahme bei die-
sen kleinen Stichprobengréfien oft nicht erfiillt ist. Mit
der Huber-Funktion kann der Einfluss von Ausreilern
auf die Schatzgenauigkeit begrenzt werden. Gleichzei-
tig lassen sich oft geografische Informationen, welche
raumliche Abhadngigkeiten der Areas untereinander
implizieren konnen, verwenden (Schmid/Minnich,
2014, Seite 653). Das Problem besteht darin, dass das
raumliche Modell nicht robust gegeniiber Ausreifiern ist
und das robuste Modell keine raumlichen Korrelations-
strukturen zuldsst.

Deshalb haben Schmid und Miinnich (2014) die Berich-
tigung von rdumlichen Strukturen und die Robustheit
gegeniiber AusreifRern in einem Modell, dem robusten
Spatial-Small-Area-Modell vereint.

Wie Sinha und Rao (2009) haben Schmid und Miinnich
(2014) die Maximum-Likelihood-Gleichungen robustifi-
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1

2.2 ()= xTv 2w, ()

=0

1 1 !
(2.3)  @(6):= ‘IfkT(r)Uzv_l%V_luz‘Pk(r)—spur(V_l%K) =0, firl=1,2

1

1 1
ov, 5

(2.4)  Qp):=

ziert. Es resultieren die Gleichungen 2.2, 2.3 und 2.4
(Schmid/Minnich, 2014, Seite 659; Schmid, 2011,
Seite 75).

Dabei ist U eine Diagonalmatrix mit denselben Diago-
naleintrigen wie V, r:=U" =XP), Y := (P (ry),
), 0= (0d, 0T und K= E(y7 (€))nxn, Wobei
¢ standardnormalverteilt ist.

Schmid und Miinnich (2014, Seite 660) verwenden den
Newton-Algorithmus, um die Gleichungen 2.2 bis 2.4 zu
6sen.

Die so berechneten Werte 3¥P, %P, p¥P und o¥*P
werden anschlieBend verwendet, um v zu schétzen.
Dies geschieht durch die Losung folgender Gleichung
(Fellner, 1986; Schmid/Miinnich, 2014):

_1 _1 _1 R
2.5 Z'R 2¥,|R 2(y-XB-2Zv) |-G 2¥,(G 2v)=0.

Auch fiir die Losung von Gleichung 2.5 kann das New-
ton-Verfahren verwendet werden. Als Losung erhéalt man
0P, Damit sind alle Parameterschatzungen vorhan-
den, um den Raumlichen Robusten Empirischen Besten
Unverzerrten Pradiktor (SREBLUP) zum Beispiel fiir die

Mittelwertschatzung berechnen zu kénnen. Fir diesen
gilt ﬁSREBLUP=ﬁ(ﬁ”¢/,sp’ éz//,sp’ ﬁt//,sp’ ﬁzll,sp)_

Der Newton-Algorithmus, der in Schmid (2011) und
Schmid und Miinnich (2014) verwendet wird, 6st die
Gleichungen @, ® und p jeweils nur in Abhdngigkeit
von einem Parameter. Wie sich zeigte, bereitet dieses
Vorgehen in einigen Szenarien, in denen AusreifSer
modelliert werden, Probleme. Der Algorithmus konver-
giert nicht immer und kann somit nicht verldsslich fur
die Schatzung der Parameter im robusten Spatial-Small-
Area-Modell verwendet werden. Dieses Problem wird im
ndchsten Kapitel numerisch betrachtet und analysiert.
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AnschlieBend wird ein alternativer Algorithmus vorge-
schlagen und hergeleitet.

3

Numerische Betrachtung des robusten
Spatial-Small-Area-Modells

3.1 Numerische Betrachtung der zu
losenden Gleichungen

So, wie die Gleichungen 2.2 bis 2.4 definiert wurden,
kdonnte man auf den ersten Blick meinen, dass « nur
von dem Regressionskoeffizientenvektor , ® nur vom
Varianzparameter 6, und Q nur vom robusten Korrelati-
onskoeffizienten p abhdngt. Tatsachlich hdangen jedoch
alle Gleichungen von allen Parametern gleichzeitig ab.
Berichtigt man diese Abhangigkeiten und fasst sie in
einer Funktion zusammen, erhdlt man

RGN
0((cz.00.0.8))
y(o2.00.0.87) |
QA(e2,05.0,8")

FR™ SR,

3,
GO i Flowonp B)):=

Setzt man RP*>3x:= (02, o2, p, P, so muss das Glei-
chungssystem

(3.2) F(X)=F((a§,cr§,p,ﬂ)r)io

geldst werden. Nach Definition von Fhandelt es sich um
ein nichtlineares Gleichungssystem. In den nachfolgen-
den Abschnitten werden Moglichkeiten aufgezeigt, wie
dieses nichtlineare Gleichungssystem geldst werden
kann.
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3.2 Das Newton-Verfahren

Bisher wurden die Nullstellen der einzelnen Funktio-
nen a, ®, 7, Q des Gleichungssystems (3.2) nachein-
ander mit dem Newton-Verfahren geldst. Im Falle einer
eindimensionalen und stetig differenzierbaren Funk-
tion f: R— R ldsst sich das Newton-Verfahren fiir die
Losung von f (x) = 0 anschaulich wie folgt beschreiben
(Schwarz/Kdckler, 2009): Ausgehend vom Punkt x; wird
die Funktion f an dieser Stelle ausgewertet. Man berech-
netanschlieBend die Nullstelle der Tangente an f (x;) mit
der Abszisse des Koordinatensystems. Diese Nullstelle
ist dann der neue Ndherungswert x;,1. N Grafik 3 veran-
schaulicht die Anndherung an die Nullstelle einer Funk-
tion f mit dem Newton-Verfahren.

Das mehrdimensionale Newton-Verfahren fiir eine Funk-
tion F: R" — R" zur Lésung von F (x) = 0 ldsst sich durch

B.3) X=X —(F' ) TF(x)firi=0,1,2,...

beschreiben. Schreibt man die Newton-Iterationsvor-
schrift (3.3) um, erhélt man

B.4)  F(xi)(Xjpq = x;)=—F(x;).
:=AX,-
Grafik 3

Beispiel des eindimensionalen Newton-Verfahrens

Anstatt der direkten Berechnung der Inversen von F in
jeder Iteration kann also alternativ das lineare Glei-
chungssystem (3.4) gelost werden.

Fur die Anwendung des Newton-Algorithmus zur gleich-
zeitigen Losung der robusten Spatial-Small-Area-Glei-
chungen ergeben sich folgende drei Probleme:

1. Die Jacobi-Matrix F' muss in jeder Iteration berechnet
werden.

2. Das Gleichungssystem (3.4) muss effizient gelost
werden.

3. Das Newton-Verfahren konvergiert nur lokal.

Losungen fiir diese Probleme werden in den ndchsten
Abschnitten kurz vorgestellt.

3.3 Newton-GMRES

Die exakte Berechnung des Newton-Schritts mittels
Gleichung (3.4) mit einer direkten Methode, wie zum
Beispiel dem Gauf3-Algorithmus, kann sehr rechenin-
tensiv sein, wenn die Anzahl der Unbekannten hoch ist
(Dembo und andere, 1982, Seite 400). Hinzu kommt,
dass fiir schlechte Startwerte xg, die weit von der Lésung
x* entfernt sind, eine exakte Berechnung nicht notwen-

dig ist, da der Fehler noch

zu grof ist, als dass der

zusatzliche  Rechenauf-

f
A

wand gerechtfertigt ware.
Es liegt also nahe, Glei-
chung (3.4) iterativ bis zu
einer hinreichenden Pré-
zision zu ldsen.

Die erste Idee, diese Pro-
bleme zu l6sen, ist der
Newton-GMRES-Algo-
rithmus. Diese Methode
gehort zu den inexakten
Newton-Verfahren, da
die Jacobi-Matrix F' nicht
exakt berechnet, sondern
numerisch ~ angendhert

48
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AX; + FOQ| < mi IFOQ - fur
einen geeigneten Forcing-
Term n; zu berechnen.
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Setzt man in Gleichung (3.4) flir ein fes-
tes JjeNyA:=F(x) e R™, x:=Ax;eR" und
b:=-F(x) € R?, muss in jeder Newton-Iteration das
lineare Gleichungssystem Ax = b gelost werden. Dieses
lineare Gleichungssystem wird nun mit dem Generalized
Minimum Residual Algorithmus (GMRES) geldst werden,
der von Saad und Schultz (Saad/Schultz, 1986) entwi-
ckelt wurde.

Der GMRES-Algorithmus minimiert in der k-ten Iteration
die Norm des Residuums Ax — b fiir ein x aus der Menge
Xo + Ky, wobei mit K der Krylov-Unterraum K := ({rq, Aro,
.o, AT ohy mit ry = b — Axo gemeint ist. 11

Die Besonderheit von GMRES liegt nun darin, dass der
Losungsraum des Minimierungsproblems auf einen
Krylov-Unterraum eingeschrankt wird und somit nicht im
gesamten R” berechnet werden muss. Durch eine effizi-
ente Implementierung von GMRES durch Gram-Schmidt-
Orthogonalisierung und Givens-Rotationen erhalt man
ein komplett matrixfreies Verfahren (Saad/Schultz,
1986).

Um die analytische Berechnung der Jacobi-Matrix
A=F'(x) zu vermeiden, kann diese stattdessen mittels
finiter Differenzen approximiert werden. Dann allerdings
misste in jeder Newton-Iteration ein Matrix-Vektorpro-
dukt der approximierten Jacobi-Matrix mit Ax berechnet
werden. Eine Alternative dazu ist die Verwendung von

1 Fiireine Menge Q bezeichne (Q) := {Z}_; ayax: ax e R, € Q,n
N} die lineare Hiille, das heit die Menge aller endlichen Linearkom-
binationen von Vektoren aus Q.

Grafik 4

finiten Richtungsableitungen, die bei vielen Implemen-
tierungen zu finden ist (Kelley, 1995; Brown, 1982, Seite
101) und auch hier angewendet wurde. Eine geeignete
Wahl der Forcing-Terme 7, die auf Eisenstat und Walker
(1996, Seite 21 und Seite 24) basiert und Kelley (1995,
Seite 105) modifizierte, fiihrt zu weiteren Effizienzstei-
gerungen. SchlieBlich kann durch die Ausnutzung von
speziellen Matrixstrukturen und die Anwendung der
Woodbury-Matrix-Identitdt (zum Beispiel Hager, 1989,
Seite 221) die Rechenzeit fiir eine Funktionsauswertung
gesenkt werden.

Die Startwerte fiir das Newton-GMRES-Verfahren wer-
den mit der Henderson-Methode-Ill (Henderson, 1953)
berechnet, die auf der ANOVA-Varianzanalyse basiert
(siehe auch Dordevi¢/Lepojevi¢, 2003).

Um schlieBlich das Problem der lokalen Konvergenz
zumindest etwas abzuschwéachen, wird zur Globali-
sierung eine geddmpfte Newton-Iteration verwendet.
Statt dem vollen Newton-Schritt wird ein alpha; € (0, 1]
gewdhlt und statt xjq =x;+Ax; wird X1 =X+ oAX;
berechnet. Um ¢;zu bestimmen, wird das Minimierungs-
problem

(3.5) min || F(x; +a;Ax;) ||

a;j <(0,1]

approximativ durch eine Polynominterpolation 2. Gra-
des gelost.

Die geddmpfte Newton-Iteration erweitert den Konver-
genzbereich gegeniiber dem gewdhnlichen Newton-Ver-

Beispiel: Konvergenzbereich des gewdhnlichen Newton-Verfahrens

fx)
A

Konvergenzbereich

X I;lewton
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Grafik 5
Beispiel: Konvergenzbereich des gedampften Newton-Verfahrens
fx)
A

fahren, allerdings ist ein Erfolg dieser Methode fiir Start-
werte, die sehr weit von der Losung entfernt sind, noch
immer nicht garantiert. Die N Grafiken 4 und 5 zeigen
beispielhaft den Konvergenzbereich des gewdhnlichen
Newton-Verfahrens fiir die Nullstellensuche einer Funk-
tion f: R — R und den erweiterten Konvergenzbereich
fiir die geddmpfte Newton-Iteration.

3.4 Newton-Fixpunkt-Hybridalgorithmus

Eine weitere Moglichkeit, nichtlineare Gleichungen
zu losen, ist das Fixpunktverfahren. Mit diesem k&n-
nen Fixpunktprobleme der Form G(x) = x iterativ durch
Xi.1 = G(x) gelost werden. Eine Moglichkeit, dieses Ver-
fahren auf die Funktion (3.1) anwenden zu kénnen, ist
G(X) :=x+ aF (x) fiir ein beliebiges a € R/{0} zu setzen.
Allerdings fiihrt diese Strategie zu keinem Erfolg.

Chatrchi (2012, Seite 17 f.) verwendete eine alternative
Herleitung einer Fixpunktgleichung nur fiir die Schat-
zung der Varianzparameter o und o2 im robusten
Small-Area-Modell. AuBerdem zeigte Chatrchi (2012,
Seite 21 f.) anhand eines Beispiels, dass die Anwen-
dung des Fixpunktalgorithmus auf diese alternative Fix-
punktgleichung robuster ist als das Newton-Verfahren.
Diese Fixpunktgleichung wurde in der Masterarbeit auf
das rdumliche robuste Small-Area-Modell erweitert
(Rosenthal, 2015, Seite 92 ff.). Die Idee ist, Parameter
p und p zundchst als konstant zu betrachten, sodass
die Gleichungen fiir ® und y nur noch von 0:= (¢2, o2)7
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abhdngen. Diese beiden Gleichungen werden anschlie-
Bend parallel mit dem Fixpunktalgorithmus gelost. Als
Ergebnis erhdlt man robust geschéatzte Varianzparame-

ter o und o.

Fixiert man nun die Parameter o2 und o2, so sind die
Gleichungen fiir @ und Q nur noch von p und g abhéan-
gig. Setzt man z:= (p, H)7 € RP*1 und

a(2)
(3.6) h: R 5 R mith(): = [Q(z)}

lasst sich die Gleichung h(z) = 0 mit dem modifizierten
Newton-GMRES-Algorithmus aus Abschnitt 3.3 effizient
6sen.

Der Newton-Fixpunkt-Hybridalgorithmus funktioniert
nun so, dass pro duflerer Iteration des Verfahrens je
eine innere lteration mit dem Fixpunkt- beziehungs-
weise Newton-GMRES-Verfahren ausgefiihrt wird, bevor
die duBere Iteration von Neuem startet. Dieser Newton-
Fixpunkt-Hybridalgorithmus kann selbst wieder als inex-
aktes oder Quasi-Newton-Verfahren interpretiert werden
(Rosenthal, 2015, Seite 96 ff.).
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4

Anwendung der Algorithmen in
modellbasierter Simulation

Um zu Uberpriifen, ob der modifizierte Newton-GMRES-
Algorithmus beziehungsweise der Newton-GMRES-
Fixpunkt-Hybridalgorithmus in moglichst vielen prak-
tischen Anwendungsfadllen konvergiert, miissen die
Modellgleichungen nun konkret berechnet werden.
Dafiir wird zundchst ein Stichprobenvektor y benétigt.

Um viele Stichprobendaten zu erhalten, bietet sich eine
modellbasierte Simulation an. Die Grundgesamtheit
fur diese wurde synthetisch auf Basis eines Linearen
Gemischten Modells erzeugt, bei dem verschiedene
Falle von Ausreilern und rdumlichen Korrelationen
beriicksichtigt wurden. Dies ist wichtig, da das robuste
Spatial-Small-Area-Modell speziell entwickelt wurde, um
auch bei Ausreifern noch verlassliche raumliche Schat-
zer liefern zu kénnen. Um die Ergebnisse der neuen
Verfahren mit den Ergebnissen des von Schmid (2011,
Seite 82 ff.) bisher verwendeten Newton-Algorithmus
vergleichen zu konnen, orientiert sich die Parameter-
wahl an seiner Arbeit.

4.1 Datenerzeugung

Die synthetische Grundgesamtheit besteht aus insge-
samt N=10000 Merkmalstrdagern, die auf m =100
Areas verteilt sind. Jede Area habe einen Umfang von
N;=100 furallei=1, ..., 100. Fir jeden Merkmalstra-
ger j aus Area i gibt es eine Ausprdgung der Hilfsvari-
ablen (x;);; und (x;);; zusammen mit den Angaben von
Langen- und Breitengrad.

Es wird angenommen, dass die Merkmalstrager in einer
Area zentriert sind. Das bedeutet, dass alle Merkmalstra-
ger in einer Area die gleichen Koordinaten teilen. Somit
werden 100 verschiedene Werte der Variablen long(i)
und lat(/) fir Langen- und Breitengrad benétigt. Diese
werden gleichverteilt aus dem Intervall [0, 1] gezogen:

long(i)) ~ U([0, 1)), firi=1,...,100

lat()) ~ U([0, 1)), furi=1,...,100.
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Nun seien die Merkmalstrager der Grundgesamtheit
ohne Beschrankung der Allgemeinheit so geordnet,
dass die ersten 100 der ersten Area zugehdrig sind, die
ndchsten 100 der zweiten, und so weiter.

Um ein Modell mit Achsenabschnitt zu erhalten, wird die
erste Hilfsvariable (x1);; = 1 gesetzt. Die Hilfsvariable (x,);;
hingegen sei normalverteilt mit Mittelwert y,=1 und
Varianz o = 1:

(x)j~N(1, 1).

N Tabelle 1 zeigt die Struktur der mit diesen Parametern
erzeugten synthetischen Grundgesamtheit.

Tabelle 1

Synthetische Grundgesamtheit

2|2 Area Merkmals- Langengrad | Breitengrad

trager

1 0.1597 1 1 0.6031 0.9252
1 2.1825 1 2 0.6031 0.9252
1 1.2792 1 3 0.6031 0.9252
1 1.2305 1 99 0.6031 0.9252
1 3.4532 1 100 0.6031 0.9252
1 1.9361 2 101 0.7215 0.5553
1 -0.3643 2 102 0.7215 0.5553
1 -0.3011 2 103 0.7215 0.5553
1 1.9845 100 9998 0.0683 0.4426
1 1.3717 100 9999 0.0683 0.4426
1 0.8581 100 10 000 0.0683 0.4426

Die Auswahl der Stichprobenelemente aus dieser
Grundgesamtheit erfolgt durch eine nach den Areas
geschichtete uneingeschrankte Zufallsstichprobe ohne
Zuriicklegen. Dabei werden aus jeder Area n;=5 Merk-
malstrager gezogen, was einem Stichprobenumfang von
n =500 entspricht. Sowohl die synthetische Population
als auch die aus der Grundgesamtheit gezogenen Stich-
probenelemente werden im Laufe der Simulation wie bei
Schmid (2011, Seite 83) nicht mehr gedndert. Die Vari-
abilitat der abhdngigen Variable entsteht allein durch
die Verwendung des rdaumlichen Regressionsmodells
(Schmid, 2011; Chambers und andere, 2014, Seite 83
beziehungsweise Seite 59)

(4-1) Vi = 100 +4X,'j +U; +e,-/-.
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Grafik 6

Drei Stichprobenziehungen fiir die Szenarien 0 bis 6
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Variable y
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Die Verteilungen von v; und e; hdangen vom betrachte-
ten Szenario ab. Insgesamt wurden sieben verschie-
dene Félle betrachtet. Diese unterscheiden sich darin,
ob AusreifRer in den Daten vorhanden sind, ob diese
symmetrisch oder asymmetrisch sind und ob sich die
AusreiBer auf den Area-Effekt v oder den individuellen
Fehlerterm e oder sogar auf beide beziehen. Sollte ein
Szenario Ausreifier im individuellen Fehlerterm enthal-
ten, wurden 5% der Daten zufallig kontaminiert. Um
eine bessere Ubersicht zu erhalten, wurden im Falle von
Area-Effekt-AusreifRern nur die letzten fiinf Areas konta-
miniert. Fiir jedes dieser Szenarien wurden die Parame-
ter v und e 100-mal neu gezogen. Anschlieend wurde
y nach Gleichung (4.1) berechnet und abgespeichert.
Dadurch entstanden je Fall 100 verschiedene Stich-
probendatensdtze. Die Szenarien unterscheiden sich
anhand der Verteilungen von v = (vy, .. ., L1go)"und ej;.
3 Grafik 6 zeigt beispielhaft die Daten von drei Stichpro-
benziehungen fiir jedes der sieben Szenarien. Es werden
jeweils die Streudiagramme der Wertepaare ((xy);j, ¥;)
dargestellt. Man kann die individuellen Ausreier in
den Szenarien 1, 3, 4
und 6 deutlich erkennen.
AuBerdem sieht man die

Grafik 7

4.2 Anwendung der Algorithmen

Das Newton-GMRES-Verfahren konvergiert schneller als
der Hybrid-Algorithmus. Dies entspricht den Erwartun-
gen, da das Newton-Verfahren in der Nahe der Losung
quadratisch konvergiert, wahrend bei einem Fixpunkt-
Algorithmus nur lineare Konvergenz zu erreichen ist.
Leider zeigt sich jedoch, dass die Berechnung der Vari-
anzparameter o2 und o dem modifizierten Newton-
GMRES-Algorithmus erhebliche Probleme bereitet.

N Grafik 7 zeigt den Verlaufvon ||F (x) || beider Verfahren.
An dem Verlauf der Norm von F (x;) kann man erkennen,
dass auch eine Erhohung der hier verwendeten maxi-
malen lterationsanzahl von 20 keine Hoffnung auf Kon-
vergenz aufkommen ldsst. Tatsdachlich wird die Matrix
G(a?, p), die fiir die Funktionsauswertung von F benbtigt
wird, nach vier Iterationen bereits singuldr, da auch der
raumliche Korrelationskoeffizient p immer grofier wird.
Zur lterationsberechnung wurde Stichprobendatensatz
4 von Szenario 0 verwendet. Das heif3t, dass noch keine

Iterationsverlauf von ||F(x)||, Szenario 0, Stichprobe 4

Asymmetrie der Ausrei-

Rer der Szenarien 4 bis 6 Norm (F(x)

gegeniiber den symme- 10 ' ' ' ' ' ' ' '
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Symmetrie etwas schwer 0¥

zu erkennen. Beim direk-

ten Vergleich der jeweils 10 F

ersten Stichproben kann

man jedoch wahrneh- 0tk

men, dass die Punkte-

wolke von Szenario 2 ,

etwas dicker als beim 10F

Szenario 0 ohne Ausrei-

Rer ist. Die asymmetri- 10 F

schen Area-Ausreif’ervon

Szenario 5 hingegen sind ”

im Vergleich mit dem 10 N

Referenzszenario 0, in

dem es keine AusreifRer 10 . T T T T T T T
0 2 4 8 10 12 14 16 18 20

gab, deutlich ersichtlich.
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Tabelle 2
Anteil erfolgreicher Konvergenzen der Algorithmen

vielen praktisch relevan-
ten Féllen konvergiert.

Szenario O | Szenario1 | Szenario2 |Szenario3 |Szenario4 |Szenario5 |Szenario 6 Die erste Strategie be-

% stand darin, die einzel-
Newton 80,6 81,4 92,4 87,6 74,2 67,8 68 nen Modellgleichungen
NGMRES 37 1 37 2 4 0 zu einem einzigen Glei-
Hybrid 99 99 100 100 100 98

chungssystem Zusam-

Ausreif3er in den Daten vorhanden waren, es aber trotz-
dem schon zu Konvergenzproblemen gekommen ist.

Al Tabelle 2 fasst die Konvergenzraten der Algorithmen
in den einzelnen Szenarien zusammen und vergleicht
diese mit dem von Schmid (2011, Seite 98 ff.) verwen-
deten gewd6hnlichen Newton-Verfahrenl2.

Wie zu sehen ist, schneidet das modifizierte Newton-
GMRES-Verfahren trotz seiner zahlreichen Modifika-
tionen beziiglich Globalisierung, Parameterwahl und
Abbruchkriterium enttduschend ab. Selbst wenn keine
AusreiRer oder nur Ausreif3er auf Area-Ebene vorhanden
sind, kann das Verfahren mit einer Konvergenz in nur
37 % aller Félle nicht tiberzeugen. Fiir den Einsatz in der
Praxis ist es daher ungeeignet.

Der Newton-GMRES-Fixpunkt-Hybridalgorithmus schnei-
det hingegen in jedem Szenario deutlich besser als das
gewohnliche Newton-Verfahren ab. Der Algorithmus
ist sehr robust und divergiert in nur 2,86 % aller Falle.
Hauptverantwortlich fiir die Divergenz ist das Szenario 4,
bei dem asymmetrische Ausreifler im individuellen
Fehlerterm in den Daten auftreten. In allen anderen
Szenarien liegt die Konvergenzrate bei fast 100 %. Auf-
grund dieser deutlichen Verbesserung gegeniiber dem
gewohnlichen Newton-Verfahren wird die Verwendung
des  Newton-GMRES-Fixpunkt-Hybridalgorithmus in
praktischen Anwendungen empfohlen.

5

Fazit

Hauptziel war es, neben der theoretischen Erlduterung
einen robusten Algorithmus zur Losung des robusten
Spatial-Small-Area-Problems zu finden, der in moglichst

2 Anhand der dort aufgefiihrten Grafiken konnte der Anteil erfolgreicher
Konvergenzen ermittelt werden.

54

menzufassen und gleich-
zeitig zu losen. Nachdem alle Abhdngigkeiten unter-
sucht wurden, resultierte das modifizierte Newton-
GMRES-Verfahren, das als ableitungs- und matrixfreies
Verfahren mithilfe einiger Verbesserungen zu vielver-
sprechenden Ergebnissen fiihren sollte. Leider bestd-
tigte sich diese Erwartung nicht. Es stellte sich in einer
modellbasierten Simulation heraus, dass dieses Verfah-
ren sogar noch schlechter konvergierte als das bisher
verwendete gewdhnliche Newton-Verfahren, bei dem die
Modellgleichungen einzeln geldst werden. Die alleinige
Verwendung des modifizierten Newton-GMRES-Verfah-
rens ist somit nicht zielfiihrend zur Losung des robuste
Spatial-Small-Area-Problems.

Die zweite Strategie besteht aus der Verwendung des
Fixpunktverfahrens zur Losung der Varianzparameter,
welches Chatrchi (2012) bereits fiir das robuste Small-
Area-Modell verwendet hatte. Die Herleitung des Verfah-
rens wurde auf das robuste Spatial-Small-Area-Modell
erweitert. AnschlieBend wurden die Modellgleichungen
in zwei Teile aufgespalten. Einer dieser Teile wurde mit
dem Fixpunktalgorithmus, der andere mit dem modifi-
zierten Newton-GMRES-Algorithmus gelost. Aus dieser
Kombination resultierte das Newton-GMRES-Fixpunkt-
Hybridverfahren, das deutlich besser als das gewdhnli-
che Newton-Verfahren und in den meisten untersuchten
Szenarien zu fast 100 % konvergiert. Lediglich im Falle
asymmetrischer Ausreifier im individuellen Fehlerterm
sank die Rate nach Korrektur unbrauchbarer Werte
auf 84 %, womit sie aber immer noch hoher ist als die
74,2 -prozentige Erfolgsrate des gewdhnlichen Newton-
Verfahrens.

Das Ziel, einen besseren und robusteren Algorithmus zu
finden, wurde damit erreicht. 1l
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