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Historisches zum Zins und ein Querschnitt
Zum geometrischen Wachstum

Helmut Hirtz

Im Mittelpunkt von Finanzangelegenheiten steht der Zins, einer der zentralen Preise einer Volkswirtschaft.
Der Preis fiir die leihweise Uberlassung von Kapital hat eine bewegte Geschichte aufzuweisen: erlaubt
und verboten. Im Kampf der Geldbediirftigen mit den Geldbesitzenden war und ist der Zinssatz (ZinsfuB)
essentiell.
Zins, Barwert und Endwert sind beim Vergleich von Geldgeschaften wichtige Kennzahlen. Zinsfu und die
mittlere Lebenserwartung pragen die Hohe einer Leibrente. Ehe man sich fiir ein Leibrentengeschéft ent-
scheidet, kann man mit Hilfe der Zinseszinsrechnung noch alternative Berechnungen anstellen. So kann
mit den gegebenen drei GroBen (Hohe der Leibrente, vereinbarter Zinsfu8 und durchschnittliche Lebens-
erwartung des Rentenempféngers) fiir Vergleichszwecke der anfangliche Darlehensbetrag (Anfangswert)
bestimmt werden. Mit den genannten Ausgangsdaten ldsst sich andererseits der Endbetrag einer perio-
dischen Kapitaleinzahlung (Sparprogramm) ermitteln. Es wurde an anderer Stelle bereits erwéhnt, dass
eine angemessene Bewertung von Leibrenten erst mit der Beriicksichtigung der Sterblichkeit und des
Zinssatzes moglich wurde. Grundlagen der Versicherungsmathematik sind bekanntlich eine Sterbetafel
und die Zinseszins- und Rentenrechnung.
Beim Aufbau einer zusétzlichen Altersversorgung in jungen Jahren sollte der Zinseszinseffekt nicht unter-
schéatzt werden, von den ,Zehrern® Steuern und Inflation einmal abgesehen.
Schon immer haben finanzielle Dinge im menschlichen Leben einen breiten Raum eingenommen, wobei
dem Zins eine zentrale Rolle zufallt. Mit einem Blick in die Historie von Zins und Zinseszins befasst sich
dieser Beitrag. Daneben wird das Thema ,Geometrisches Wachstum und Zins“ angerissen. Dabei wird
sich auch zeigen, wie es sich mit dem Zinseszinseffekt verhlt.
Beachtung verdient die besondere Zahl e (Basis der natiirlichen Logarithmen), deren erste Anfange im
17. Jahrhundert auszumachen sind. Die vielen Anwendungsmaglichkeiten dieser Zahl zeigen die Begriffe
,Zinseszinsfunktion® oder ,Gesetz des organischen Wachstums®. Dieser Zahl begegnet man auch im
,2Gompertz’schen Gesetz“, das dem Verlauf der Sterblichkeit im hohen Alter nédherungsweise entspricht.
Eine Vielzahl von alltadglichen Problemen haben mit Populationsentwicklungen zu tun. Gestreift wird ei-
ne Population, deren Verhalten recht einfach ist. Gemeint ist eine solche von Euros auf einem Bankkon-
to. Beleuchtet wird auch das Verhalten eines Sparkontos im Zusammenhang mit einer logistischen Glei-
chung, die interessante Eigenschaften aufweist.

Zinsen waren schon den Babyloniern vertraut tus Geld- und Naturalienverleih gegen Zinsen zu einem groBen

Glaubiger und Schuldner standen sich in der mesopota- Teil eine Domadne der Kaufleute.

mischen Gesellschaft seit langem gegeniiber (Horst Klengel:
Konig Hammurapi und der Alltag Babylons. Ziirich 1991). Im Auf M. Crassus anspielend sagt Cicero (106 - 43 v.Chr.) in Pa-

historischen Babylonien, eine der dltesten Hochkulturen der radoxa stoicorum (Stoische Paradoxien, VI 45): ,Viele haben
Menschheit, war der Begriff Zinsen schon bekannt. Nach Mi- dich gehort, als du erkléartest, niemand sei reich, wenn er mit
chael Jursa war Anfang des zweiten Jahrtausends vor Chris- seinen Zinseinkiinften nicht ein Heer erndhren kdnne, wozu
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das romische Volk trotz so gewaltiger Steuereinnahmen schon
ldngst kaum noch in der Lage ist.“ (Rainer Nickel).

L. Annaeus Seneca (um 4 v. - 65 n. Chr.) schreibt in einem
seiner Briefe (ep. 87,7): ,quia magnus kalendari liber volvitur®
(weil ein groBes Zinsbuch gewalzt wird).

Aus der Schrift De ira Ill 33 3 (Uber den Zorn) von Seneca sei
folgende Stelle wiedergegeben (in das Deutsche Gbertragen
von Dr. Helmut Z&h): ,Was, wenn wegen eines Zinses, selbst
von nur einem Zehntel Prozent (einem Tausendstel), ein kran-
ker Wucherer, obwohl seine FiiBe geldhmt und seine Hénde
zum Raffen (comparandum) / zum Zusammenrechnen (com-
putandum) nicht mehr imstande sind, schreit und mit Hilfe
eines Zahlungsbefehls seine Pfennige (Asse) selbst bei aku-
ten Krankheitsanféllen einfordert?* !

,Der Zinswucher war ein altes Ubel in Rom und bildete die
haufigste Ursache von Aufruhr und Zwietracht” schrieb Taci-
tus (etwa 55 - 116) in seinen Annalen (VI 16).

Spuren der Wirtschaftskunde findet man schon im grie-
chischen Altertum. Der griechische Philosoph Aristoteles
(384 - 322), Schiiler von Platon und Lehrer von Alexander dem
GroBen, nahm in Politik Stellung zum Zins (TdKOG [bedeu-
tet: a) das Gebdren, Geburt. b) Nachkommenschaft, Kind(er).
¢) Gewinn, Zinsen“]). Unter anderem heiBt es: ,und so ist auch
der Zins wieder Geld vom Gelde“. Die Philosophie von Aristo-
teles ist fiir das Abendland sehr einflussreich gewesen. Alber-
tus Magnus (um 1193 - 1280) machte die Werke von Aristote-
les dem christlichen Abendland zugénglich. Thomas von Aquin
(1225 - 1274), ein Schiler von Albertus Magnus, bevorzugte
in der Philosophie Aristoteles. Er stellte die Frage nach der Be-
rechtigung des Zinses. Das kanonische Zinsverbot wurde so
begriindet: ,Geld kann keine Jungen werfen (nummus non pa-
rit nummos). Gegen das Zinsnehmen sprach sich auch Martin
Luther (1483 - 1546) aus. Allerdings wurde gegen das Zinsver-
bot immer wieder verstoBen.

Lombarden wurden nicht nur die Bewohner der Lombardei ge-
nannt. Mit diesem Wort bezeichnete man im spéteren Mittel-
alter die Geldwechsler und Pfandleiher, die urspriinglich aus
Oberitalien kamen und neben den Juden Kreditgeschafte ge-
gen Zins iibernahmen. Bekannt ist die Lombard Street in der
Innenstadt von London, Sitz groBer Banken. Heute sind be-
deutende Finanzinstitute im Londoner Geschaftsviertel Cana-
ry Wharf angesiedelt.

Beitrage aus der Statistik

William Shakespeare (1564 - 1616) setzte mit Shylock im
Schauspiel Der Kaufmann von Venedig dem Geldverleiher ein
Denkmal. In der 1494 von Luca Pacioli verdffentlichten Sum-
ma wurde schon darauf hingewiesen, dass bei der Zinsrech-
nung der Monat zu 30 und das Jahr zu 360 Tagen gerech-
net werden.

Im Mittelalter hieBen in Italien die Staatsanleihen montes (Ber-
ge). Zur Bekdmpfung des Wuchers entstanden, zuerst von
kirchlicher Seite, die montes pietatis, die gegen Pfand billige
Darlehen gaben.

An den Handelsplatzen der Welt war der Fuggerbrief ein be-
gehrtes Papier. An der Borse von Antwerpen nahmen die Fug-
ger Geld zu einem Zinssatz von etwa 10% auf und gaben es
zu etwa 15% weiter (Stephan Finsterbusch in der FA.Z. vom
6.7.1999, S. B 10).

In seinem Beitrag Vom Credo zum Kredit schrieb Christoph
Albrecht in der FA.Z. vom 29.8.2001: ,Der betriigerische
Bankrott ersetzte im 18. Jahrhundert den Tatbestand des Wu-
chers, der im Laufe des 17. Jahrhunderts auBer Gebrauch ge-
kommen war. Denn die neuen Bankrott-Regeln zielten nicht
langer auf die Glaubiger, sondern auf die Schuldner.“ Der Au-
tor sieht den Grund dafiir in der Ausweitung des internatio-
nalen Handels auf der Basis von Wechseln, die Kaufleute im
17. Jahrhundert wie eine Wahrung nutzten. Wechsel dienten
als eine Form von Papiergeld. Regelwerke wie die Leipziger
Wechselordnung von 1681 sollten sicherstellen, dass Wech-
sel, Buch- und andere Schulden zum Verfallstermin prompt
bezahlt wiirden. ,Diese Wechselordnungen sanktionierten un-
ausgesprochen die bis dahin verponten Zinsgeschéfte.

Der Bankier Hermann Josef Abs (1901-1994), u.a. Leiter
der deutschen Delegation bei der Londoner Schuldenkonferenz
(1953), soll einmal sinngemanl geduBert haben, dass er mit
sich dber die Hohe des Zinses reden lasse, wenn das Darle-
hen nicht zuriickgezahlt werden muss.

Zins auf Zins

Unter Zinseszins versteht man gewdhnlich die Verzinsung des
Zinses bei einem wéhrend mehrerer Jahre angelegten Kapi-
tal. Fiir das Nehmen von Zinseszins war das Wort Anatozis-

mus gebrduchlich (griech. authdufen). Nach dem Kleinen Sto-

1 Zah weist darauf hin, dass das Wort ,,computandum® nicht in den mittelalterlichen
Seneca-Handschriften Gberliefert ist, sondern die Konjektur eines spéteren gelehr-
tern Herausgebers ist. Uberliefert ist in den Handschriften statt dessen ,,comparan-
dum*. Was Seneca tatséchlich geschrieben hat, wird sich vermutlich nie mehr ein-
deutig kldren lassen.
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Abb. 1
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wasser bedeutet anatocismus ,Zins auf Zins“. Das Zinsverbot
wurde allerdings durch eine Reihe von Ausnahmen durchbro-
chen.

Nach Michael Jursa war in Babylonien das Konzept von Zin-
seszinsen bekannt, sie wurden aber selten erhoben. Zinses-
zinsaufgaben losten die Babylonier mit Hilfe von Zweierpo-
tenzen. Zu einem bemerkenswert genauen Ergebnis gelangten
sie bei einer Zinseszinsaufgabe, bei der die Zeit als Unbekann-
te auftrat. Im Louvre wird eine Tafel aufbewahrt, die Erstaunen
hervorruft. Diese stammt aus der Zeit um 1700 vor Chr. und
weist die folgende Frage aus: Wie lange dauert es bis sich ein
Geldbetrag verdoppelt, wenn jahrlich Zinsen von 20 % berech-
net werden, vgl. Eves, Howard W.: An introduction to the his-
tory of mathematics. Philadelphia ...1983. Da kein Anfangs-
betrag angegeben wurde, lasst sich das Problem in heutiger
Schreibweise wie folgt darstellen: 1,2* = 2.

Die Losung der Babylonier lautet in dem von ihnen benutzten
Sexagesimalsystem (Zahlsystem mit der Basis 60): 3; 47, 13,
20. Das bedeutet in dezimaler Darstellung x = 3,7870 und
erreicht fast den tatsachlichen Wert von 3,8018. Ein bemer-
kenswertes Ergebnis, wenn man bedenkt, dass ihnen die heu-
te gebrduchlichen Logarithmen (vermutlich) nicht zur Verfi-
gung standen.

VOucher

Gerechent auff meyfinifch miineg .

§ "Jrem ein Eavffman ent
lehee 350 fR von einem jus
den. Sprche der TJud/ fo _
lang Dt mir Das gelde nic S
ridder gibft/ fo folew mix
alle jar vomBGundere §
geben. Der Fauffma Brans
e das gele & jar; Tt die
Emg reie vil muf er Dem juden gefe filr die
coptfism /gyetn/ vnd gwins grein,
magl')t: role bcrgfd') vgm l:.
Sen3 hundert mit feinem gwin ¢ mal nach
anander, NWinltiplicir aug)nc’ins indas ans
der/Das product (er3 in Die mit Ver regel De
t11.Se bundere (dar von der Yud;er (e
nem namen entpfeche) allemal daruncecr
Multiplicir aud eine 3all in die ander/das
produce fers voure in die Regel/die beupts
finiia 311 ezt So giBe die Regel die heupts
joma mit dem grin ynd greins groiit.

Den Babyloniern war (ibrigens auch der Lehrsatz des Pythago-
ras lange vor den Griechen als eine Erfahrungs-Tatsache be-
kannt. Der Beweis dieses beriihmten Lehrsatzes der Planime-
trie wurde Pythagoras (ca. 580 - 496) zur Ehre angerechnet.

Luca Pacioli behandelte in seiner 1494 veroffentlichten Sum-
ma auch Zinseszinsaufgaben. Sie ermdglichten eine Losung
fur hochstens zehn Jahre und unterstellten dabei Proportiona-
litat fiir den Gewinn (Gericke, Helmuth: Mathematik im Abend-
land. Berlin 1990).

Potenzen

Vorab ein Beispiel zur Machtigkeit der Potenzen. Verdoppelt
man die Seitenldnge eines Quadrats, so ergibt sich die vier-
fache Flache; verdreifacht kommt man auf die neunfache Fla-
che und vervierfacht auf die sechzehnfache Fldche.

Die Potenzen treten in vielen Formeln und Gesetzen der Mathe-
matik, der Naturwissenschaft und der Technik auf; zum Bei-
spiel stelltin der Geometrie gms das Volumen einer Kugel dar,
%Z«E die Fldache eines gleichseitigen Dreiecks und die Ren-

n . . .
tenformel - :11 in der Zinseszins- und Rentenrechnung.

1o 10¢ 106 10¢ 10§ 1of
100 100 100 100 100 100
Spiih 1000000000000 (eben
1340005640625 was geben 350 fR,
Sacit 469, 5L R Heuptgue gewinn
VN groins groin.

q TJeem einer nymBe von cing judeniooR
auff rouchers gibe jmi jerlich 5 fR dar von/
vii Bzaudst Das gelt 4 far, Y[t dic frag wie
vil muf er Dem juden geben fisr die beupts
{infia: Groin vnd groinsgroin.
ﬁuf{c:‘n ander art practicire,
Sprich 5 1ft = auff 100/0arumB mufiuab
le “Jarden 3rcenmigiften tayl Der nechffen
Summa dar3i thuen.
Stecalfo

Dascft Jar 105 R
Dasanderjar 110 R ¢ Q] 3N
Dasdrc Jar 115 R 16 g
Dasvierd jar 121 f 11 61

Gemadht durd) dic erfte Regl.

ey 9y oy, I3

100 100 100 100

Stet inder Regel am Elenfien
160000 geBen 194481 1was 100 Facacic
121 ngr §2300,

Aus: Apian, Peter: Eyn Newe unnd wolgegriindte underweysung aller KauffmanB Rechnung ... . Nachdruck [der Ausgabe Ingolstadt 1527] Buxheim 1995.
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Fir alle reellen Zahlen a >-1 und ganze Zahlen n>1 ist
(1 + a)">1 + na (Bernoulli’'sche Ungleichung).
Das Gleichheitszeichen gilt fir n = 1 oder a = 0.

Im Rahmen seiner Zinseszinsrechnungen bemerkte Leibniz
(1646 - 1716): ,Fiir hohere Potenzen werden wir Logarithmen
zur Anwendung bringen, ...“ (Leibniz 2000, S. 201).

Wucher bedeutet bei Petrus Apianus Zinseszinsrechnung
Peter Apian (1501 - 1552), eigentlich Bienewitz, weist in sei-
ner Kauffmanf3 Rechnung aus dem Jahr 1527 Zinseszinsauf-
gaben unter Wucher aus. Sein Beispiel lautet: Ein Kaufmann
leiht sich 350 fl fiir 6 Jahre zu einem Zins von 5% (s. Abb. 1).
Geldst wird die Aufgabe iiber einen Dreisatz. In die heutige Po-
tenzschreibweise iibertragen:

1058
1008

-350 = 469,03.

Der ausfiihrliche Titel seiner 1527 in Ingolstadt gedruckten
Schrift lautet: Eyn Newe unnd wolgegriindte underweysung
aller Kauffmani3 Rechnung in dreyen Bichern.

Am Rande sei erwahnt, dass Peter Apian den bayerischen
Erbprinzen Albrecht [Herzog Albrecht V.] auf der 1472 gegriin-
deten Hochschule in Ingolstadt in Kosmo- und Geographie wie
in Mathematik unterrichtete. Peter Apian wurde weiten Kreisen
durch seine 1524 erschienene Cosmographia bekannt. Sein
Sohn Philipp wurde 1554 vom bayerischen Herzog Albrecht V.
mit der ersten Landvermessung Bayerns beauftragt.

Zinstafeln

Im Jahr der Einfiihrung des Gregorianischen Kalenders 1582 er-
schien die Schrift Tafelen van Interest von Simon Stevin (um 1548
- 1620). Diese Tafeln dienten einem dringenden praktischen Be-
diirfnis, so Helmuth Gericke und Kurt Vogel. Stevin nannte als (ein-
zigen) Vorldufer Zinstafeln, die im dritten Buch der Arithmetik von
Trenchant (1558) gedruckt wurden und die er erweitert hatte. Sonst
gab es nur handschriftliche Zinstafeln, die von den Besitzern ge-
heim gehalten wurden.

Marco Bragadino scheint iiber keine handschriftlichen Zinsta-
feln verfiigt zu haben. Der bayerische Herzog Wilhelm V. setzte
in diesen wegen der Finanzprobleme im Staatshaushalt groBe
Hoffnung. Im Jahr 1575 tiirmte sich eine Schuldenlast von
300 000 Gulden auf. Bragadino, der auch Papst Gregor XIII.
um einen Geldbetrag erleichterte, erwies sich als Hochstapler
und wurde 1591 hingerichtet. Der drohende ,Generalanstand®
[Staatsbankerott] fiihrte 1597 zur Abdankung von Wilhelm V.

Beitrage aus der Statistik

Die Erschiitterungen der Weltwirtschaft im Zeitalter der iiber-
seeischen Handelsausweitung waren die Ursache.

Die Finanzkrise, die nicht auf Schlamperei und Verschwen-
dungssucht beruhte, meisterte sein Sohn Maximilian I., der die
Regierungsgeschafte tibernahm.

Diskontierungstabellen von Stevin 1585

Im Jahr 1585 erschienen Tabellen mit Abzinsungen (Diskontie-
rung) von Simon Stevin. Ausgehend von 10 Millionen, berech-
nete er diskontierte Werte zu unterschiedlichen Zinssatzen fiir
jeweils 30 Jahre. Uber dieses Werk (La pratique d* arithmeti-
que. In: L Artihmetique. Leyden 1585) wurde bereits an ande-
rer Stelle berichtet.

Verfahren zur Berechnung des Periodenzinssatzes

Isaac Newton (1642 - 1727) schuf ein iteratives Losungsver-
fahren zur Berechnung des Periodenzinssatzes fiir einen Kre-
dit, der diber Annuitaten getilgt wird. Ausgangsdaten hierftir
sind die Anzahl der Zinsperioden, der Darlehensbetrag und die
Annuitdt.

Handliche Regel zur Barwertherechnung

Den Ausfiihrungen von Leibniz (1646 - 1716) im Abschnitt 1I1.
17. Uber Pensionen lasst sich eine griffige Formel zur Bestim-
mung des Barwerts einer nachschiissigen Zeitrente entneh-

men (Leibniz 2000, S. 529):
b- ba+1

ip »
Dabei bedeuten:
a = Anzahl der Zinsperioden,
\%
Tv+l’

In heutiger Schreibweise wahlt man fiir b den Kehrwert von:
1 + Zinssatz / 100.

p = Jahrliche Pension,

v = die Zahl, die den Zinssatz zum Ausdruck bringt; z.B. 20
fir 5%.

Dieser Ausdruck besticht wegen seiner Kiirze. Zum gleichen
Ergebnis fiihrt folgende Formel von Leibnitz:

Sl

Barwert beruht auf einer geometrischen Reihe

Der Barwert einer Rente gibt den Betrag an, der am Anfang der
Laufzeit zu zahlen ist, wenn der Endwert der Rente durch eine
einmalige Zahlung abgel6st werden soll. Man erhdlt den Bar-
wert der nachschiissigen Rente B, durch Diskontierung des
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Endwerts der Rente auf den Beginn der Rentenzahlung. Der
Endwert einer nachschiissigen Rente ergibt sich als Summe
der geometrischen Reihe

S,=r+rqg+re+rg*+ ... +rg- = r%

S, = Endwert (nachschissig)

p = ZinsfuB je Jahr, q %&+

r = Betrag der wiederkehrenden Zahlungen

n= Anzahl der Zahlungstermine (Jahre)

Den Barwert B, erhdlt man durch Diskontieren des End-

wertes. Bn:Sn.Ln:r_ ln,q -1

q qQ" q-1
Die GroBe qnq:q’ 11) kann ggf. Barwert-Tabellen entnommen
werden.

Leibniz stellte bereits heraus, dass die richtige Berechnung
des Gegenwdrtigen Werts eines geschuldeten Kapitals eine
geometrische Reihe bildet. Fiir diese genaue Berechnung ge-
brauchte er tibrigens eine kompakte Formel (z. B. fiir 5 Jahre):
VA V2 VBV =H6. Dabei ist v letztlich der rezip-
roke Wert von 1+1% [bei jahrlicher Berechnung]. Die popu-
lare Berechnung nannte Leibniz dagegen harmonisch.

Bestimmung der Zinsperioden mittels Logarithmen

Die Zinseszinsrechnung erhielt durch die Logarithmen einen
gewaltigen Schub. Die Logarithmen ermdglichten die genaue
Bestimmung der Anzahl der Zinsperioden. Leonhard Euler
(1707-1783) zeigte wie eine Aufgabe geldst werden kann, bei
der nach der Anzahl der Jahre gefragt ist, bis eine Schuld ab-
getragen wird (bei jahrlicher Riickzahlung eines festgelegten
Betrages und einem vereinbarten Zinssatz), vgl. Michelsen,
Johann Christian: Leonhard Eulers Einleitung in die Analysis
des Unendlichen/1. Berlin 1788.

Ein weiteres Beispiel von Euler befasste sich mit folgender Fra-
ge: In wie vielen Jahren wdchst das menschliche Geschlecht
auf das Zehnfache an, wenn die jahrliche Vermehrung 1/100
ist?

Der EinfluB der Zinszuteilung

Bei der Zinszahlung gilt als wichtigste Periode ein Kalender-
jahr. Wéhlt man kirzere Zinsperioden (z.B. halbjahrlich oder
vierteljahrlich), dann spricht man von unterjahriger Verzin-
sung. Man kann fragen, wie sich die Anzahl der Zinsperio-
den auf das Wachstum eines Sparkontos auswirkt. Die Ent-
wicklung eines Sparkontos von beispielsweise 1 000 Euro bei
einem Zinssatz von 10% und einer zehnjahrigen Laufzeit gibt
fir unterschiedliche Zinsperioden folgendes Bild:

Zinsperiode Betrag in €
Jahr.o, 2593,74
Vierteljahr....................... 2 685,06
Monat........ccoovvvrrrine 2 707,04
LTV 16]0) I 2 717,90
Stunde.....ceveeicene, 2718,27
Minute .....ooovereiieeeeeeee 2718,28
Sekunde ........cooceevveennnn 2718,28

Es zeigt sich, dass eine haufigere Zinszuteilung zwar zu einem
hoheren Endkapital fiihrt, das Wachstum aber begrenzt ist. Da-
bei fallt auf, dass mit einer wachsenden Anzahl von Zinstermi-
nen (Stetige Verzinsung) sich ein Betrag herausbildet, der der
Zahl e (Basis der natiirlichen Logarithmen) sehr nahe kommt.
Man kann also sagen, die Zahl e ist das extreme Ergebnis einer
Zinseszinsrechnung. Anders ausgedriickt: Die Zahl e ist der
Grenzwert der Folge mit dem allgemeinen Glied b, = (1 +%]n .

Nachfolgende Ubersicht macht deutlich, dass ein weiteres An-
wachsen von n das Ergebnis kaum mehr beeinflusst, Ande-
rungen nur noch an weiter rechts stehenden Dezimalstellen

vorkommen.
n [‘H%J
1 2

10 2,59374 24601
100 2,70481 38294
1000 2,71692 39322
10000 2,71814 59268
100 000 2,71826 82372
1000 000 2,71828 04693
10 000 000 2,71828 16925
100 000 000 2,71828 18149

1000 000 000 2,71828 18271
e =2,71828 1828 ...
Die Zahl e = 2,71828 1828... ist die Basis der natiirlichen

Logarithmen e:]im(l.;.l) =]+l+l+l+...+l
n

n—o0

Mit dieser Folge 4Bt sich e schnell auf verhéltnismaBig viele
Nachkommastellen genau berechnen. Zum Beispiel erhélt man
fiirn = 12 die Zahl e auf 9 Stellen genau: 2, 71828 1828. Sie-
he nachfolgende Ubersicht.
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1+ 1/11 =2
1+ 1/10 + 1/21 = 2.500000000000000000
1+ 1/10 + 1/21 + 1/3! = 2.666666666666666667
1+ 1/11 1/41 = 2.708333333333333333
1+ 1/11 1/51 = 2.716666666666666667
1+ 1/11 1/6!1 = 2.718055555555555556
1+ 1/11 1/7! = 2.718253968253968254
1+ 1/11 1/8! = 2.718278769841269841
1+ 1/11 1/9! = 2.718281525573192240
1+ 1/11 1/10! = 2.718281801146384480
1+ 1/11 1/111 = 2.718281826198492865
1+ 1/11 1/121 = 2.718281828286168564
1+ 1/11 1/13! = 2.718281828446759002
1+ 1/11 1/141 = 2.718281828458229748
1+ 1/11 1/151 = 2.718281828458994464
1+ 1/11 1/16! = 2.718281828459042259
1+ 1/11 1/17! = 2.718281828459045071

Auf elegante Weise lasst sich die Zahl e mit dem Tropfel-Algo-
rithmus gemdB Arthur H. J. Sale (1968) berechnen.

e=1+1 (1 +5 (1 +% (1-+..))). Zient man zur Berect-

nung von e 12 Glieder heran, so erhélt man als Rechenergeb-
nis 2,71828 1829 (Taschenrechner HP 41 [RPN-Modus]) ge-
geniiber genau 2,71828 1828... .

Eine gute rationale Approximation fir e ist: 2721/1001 =
2,718281. Berechnung des Verfassers nach dem Algorithmus
fir die Umwandlung einer Dezimalzahl in eine rationale Zahl
von Charles G. Moore: An Introduction to Continued Fractions.
National Counsil of Teachers of Mathematics, 1964.

Die Zahl e l&sst sich iibrigens mit sieben Nachkommastellen
leicht merken: 2,7 1828 18. In folgender Gliederung lassen
sich sogar fiinfzehn Stellen der Zahl e leicht einprégen:

2,7 1828 1828 4590 45.

Erinnert sei an Jost Biirgi (1552 - 1632): Die 10 000. Potenz
der von ihm gewéhlten Zahl 1,0001 ergibt den Wert 2,718146
und stimmt mit der Zahl e = 2,718282 ... auf drei Nachkom-
mastellen dberein.

Der Geschichte der Mathematik von Becker und Hofmann
kann entnommen werden, dass Leonhard Euler mit D. Ber-
noulli (1728) e als Grenzwert von (141/n)" und in Wiederga-
be eigener Studien e als Grenzwert von (1+x/n)" im Zusam-
menhang mit dem binomischen Lehrsatz erklart.

Beitrage aus der Statistik

Das Reziprokum von e:

1 ]” 11 1
1 + +
U2 3

el= Iim(l——

n—o n

e ist angenahert 0,36788.

Exponentialfunktion

Eine Funktion der Form y = a* heit Exponentialfunktion (a >
0 und = 1). Wird a = e gesetzt, so erhdlt man die spezielle
Exponentialfunktion y = e, die oft als Wachstumsfunktion be-
zeichnet wird. Viele Naturvorgédnge fiihren auf diese Funktion.

Exponentialreihen
Die Exponentialreine

konvergiert fiir jedes x. Fiir den speziellen Wert x = 1 ergibt
sich der Wert fiir die Zahl e (s.0.). e* ist die einzige Funktion,
die mit ihrem Differentialquotienten gleich ist. Dies lasst die
Bedeutung der Zahl e erkennen.

Historisches zur ,,Stetigen Verzinsung“

Wenn die Anzahl der Zinsperioden iber alle MaBen wéchst
(n—o0), dann liegt eine stetige Verzinsung vor. Leider ist iber
das historische Umfeld des Ausdrucks (1-+1/n)" kaum etwas
bekannt. Jakob Bernoulli (1655 - 1705) soll als Erster die Fra-
ge nach dem Endkapital bei stetiger Verzinsung gestellt haben.
Hierzu diirfte wohl auch Simon Stevin (um 1548 - 1620), der
schon 1585 Diskont-Tabellen veroffentlichte, einen gewissen
Beitrag geleistet haben.

Jakob Bernoulli stellte sich gelegentlich folgendes Problem:
,Nach welchem Gesetz wachst ein auf Zinseszinsen liegen-
des Kapital, wenn die Zinsen in jedem Augenblick zum Kapital
geschlagen werden, wenn sie also nicht erst bis zum Jahres-
ende warten miissen, sondern sogleich, schon im Augenblick
ihrer Geburt, mit der Arbeit beginnen und ihrerseits Zinsen tra-
gen?“, vgl. Karlson, Paul: Vom Zauber der Zahlen. Berlin 1954,
S. 486.

Bei Potenzen bedeutet x* = b etwas anderes als a* = b. Der
erste Ausdruck bedeutet heute Potenzieren und beim letzten
handelt es sich um eine Exponentialfunktion. Die Umkehrung
des ersten Ausdrucks x2 = b ist die lytische Operation des
Wurzelziehens, also x =gf . Fiir den zweiten Ausdruck fand
sich erst spédt eine Losungsmdoglichkeit. In der ersten Halfte
des 18. Jahrhunderts sagte Leonhard Euler: ,Der grofte Nut-
zen, welchen die Logarithmen gewéhren, zeigt sich bey der

Bayern in Zahlen 12|2007

535



536

Beitrdge aus der Statistik

Auflésung solcher Gleichungen, wo die unbekannte GroBe ein
Exponent ist“. ,Hat man z.B. die Gleichung @ = b, und soll
man daraus x entwickeln, so kann solches nicht anders als
vermittelst der Logarithmen geschehen.” (§ 111). Die Loga-
rithmen wurden nicht systematisch entdeckt, sie entwickelten
sich aus der Praxis heraus.

Die Formel fiir die stetige Verzinsung kommt bei jedem orga-
nischen Wachstum zur Anwendung. Fiir stetige (organische)
Verzinsung eines 9£undbetrages K, in n Jahren gilt der Aus-
druck K, =K, e 100.

Mit einer Modifikation (negativer Exponent) gilt entspre-
chendes fiir die stetige Abnahme.

Die Zinseszinsrechnung fand in die unterschiedlichsten Ge-
biete Eingang. Bei Populationsentwicklungen mag zuerst an
die Bevolkerungsentwicklung gedacht werden. Aber auch bei
einem Sparkonto handelt es sich um eine Population, deren
Verhalten noch dazu recht einfach ist. Bekanntlich lassen sich
Wachstums- und Zerfallsprozesse durch eine Exponential-
funktion beschreiben.

Kontinuierliche Verzinsung

Vom 6konomischen Standpunkt aus spielt die Zahl e bei der
kontinuierlichen Verzinsung und in der Wachstumstheorie ei-
ne zentrale Rolle. Nachfolgend eine Darstellung der kontinuier-
lichen Verzinsung (nach Meyers GroBer Rechenduden).

Werden zu einem Anfangskapital K, beim Zinssatz p % je Jahr
jeweils nach 1/m Jahr die Zinsen hinzugetan und dann mitver-
zinst, so wachst das Kapital in n Jahren an auf den Betrag

K, =K, [1+-2 :
100-m

Man kann sich vorstellen, dass die Zinsen in jedem Augen-
blick, also kontinuierlich, dem Kapital zugeschlagen werden.
Will man dafiir eine Formel entwickeln, so muss man die Zahl
der Zinstermine unendlich groB werden lassen, das heiBt

K=1limK, = limK, [ 1+— )
o mow m—o 100-m
ist zu berechnen.

1
Setzt man —2—=- so bekommt man
100-0m  x

1100 1
Ky =Kg=|1+— =Kol | 1+—
oero=(1e3] @ 11"
X

. Al i L
Der Grenzwert x'g“w(”;) ist bekannt. Es ist X';";(”;J =

e = 2,718... die Basis der natiirlichen Logarithmen. Damit er-

gibt sich die Formel fiir die kontinuierliche Verzinsung
pn

1y oo P
K= lim Ko {[nx] } =Ky e100,
Von 1 auf 2,71828

Nach dem Exkurs Gber die Kontinuierliche Verzinsung soll fol-
gende Frage beantwortet werden: Welcher Zinssatz muss zu-
grundeliegen, damit bei einer gegebenen Anzahl von Jahren
aus 1 die Zahl e =2,71828 wird? Nachfolgende Ubersicht
weist fiir ausgewdhlte Jahre die Ergebnisse aus:

Anzahl der Jahre Zinssatz (%)

D 22,14
10 e 10,52
20 513
30 o 3,39
40 2,53
50 i 2,02

Verdoppelung einer GroBe

Von Interesse ist die Zeit, nach der sich eine Anfangsgrofe
verdoppelt hat. Nachfolgend eine kleine Ubersicht, der die An-
zahl der Jahre und der zugehdrige Zinssatz entnommen wer-
den kann.

Anzahl der Jahre Zinssatz (%)

S 14,87
10 i 7,18
15 i, 4,73
20 3,53
25 s 2,81
30 s 2,34

Bei einem Zinssatz in Hohe von 7 % tritt die Verdoppelung nach
10,24 Jahren ein.

Die logistische Kurve

Eine Population kann sich nach unterschiedlichen Gesetzen
entwickeln. Sie kann einer arithmetischen oder geometrischen
Progression mit der Zeit unterliegen. Dass Wachstums-
prozesse die Baume nicht in den Himmel wachsen lassen,
lasst sich mit einer logistischen (autokatalytischen) Kurve ver-
anschaulichen. Sie verlduft S-formig und sie beinhaltet die be-
sondere Zahl e. Raymond Pearl und Lowell J. Reed haben die-
sen Kurventyp wieder entdeckt. Von Raymund Pearl wurde
eine Variante 1924 zur Prognose der Bevolkerungsentwick-
lung eingesetzt. Die logistische Kurve oder logistische Funkti-
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on geht auf P F. Verhulst (1804 - 1849) zuriick. In diesem Kon-
text sei an Thomas Robert Malthus (1766 - 1834) erinnert,
der sich mit Wachstumsmodellen beschéftigte. Beriihmtheit
erlangte seine unzutreffende Annahme, dass sich die Bevol-
kerung geometrisch und die Nahrungsmittelproduktion arith-
metisch entwickeln.

Wahl des MaBstabs bei einer graphischen Darstellung

Bei der Darstellung von GroBen steht man oft vor der Frage, wel-
cher MaBstab zugrunde gelegt werden soll. Ein Diagramm im
arithmetischen MaBstab zeigt Verdnderungen absolut, ein Dia-
gramm im logarithmischen Mafstab zeigt Verdnderungen pro-
zentual. So ist ein Preissprung um 1 € von 10 auf 11 € oder von
100 auf 101 € in einer arithmetischen Skala gleich groB, wéh-
rend in einer logarithmischen Skala zum Ausdruck kommt, dass
der erste im Verhdltnis bedeutender ist als der zweite.

Bei der Wahl eines optimalen MaBstabs sind Logarithmen un-
entbehrlich.

Zur graphischen Darstellung von Summenkurven sei bemerkt:
Mit der Wahl eines logarithmischen MaBstabs auf der x-Ach-
se (Abszisse) lassen sich Aussagen tiber GroBenklassen bes-
ser ablesen.

Zinsen und eine logistische Gleichung

Ein bemerkenswertes Verhalten kann man beobachten, wenn
man auf ein Sparkonto (oder eine andere Population) eine lo-
gistische Gleichung anwendet. Dabei handelt es sich um eine
Variante einer einfachen linearen Gleichung. Bei ihr flieBt das
vorangegangene Ergebnis in das nachfolgende mit ein. Die Ei-
genschaften der logistischen Gleichung begann der Biologe
Robert May 1976 zu untersuchen. Die logistische Gleichung
spielte bei der Entwicklung der Chaostheorie eine entschei-
dende Rolle. Durch den Physiker Mitchell Feigenbaum riick-
te die Chaostheorie in ein anderes Licht. Dieser beobachtete
namlich, dass viele scheinbar nicht zusammenhéngende nicht-
lineare Systeme sich auf bemerkenswert ahnliche Weise ver-
halten. Seither spricht man von den magischen ,Feigenbaum-
Zahlen®. Die logistische Gleichung weist einige interessante
Eigenschaften auf. In Abbildung 2 wurden drei Kurvenverldufe
dargestellt. Besonders interessant ist die Entwicklung der ro-
ten Kurve (a groBer als 3). Die Differenzengleichung

X4 =ax (1-x),t=0,1,... miteinem Parameter ac (0,4]
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heiBt logistische Gleichung, wobei a ein konstanter Verande-
rungsfaktor ist und x, ein Anteil (eine Zahl zwischen 0 und 1).

. Abb. 2
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Logistische Gleichung fiir drei Kurven: a = 1 (blau), 2,9 (schwarz) und 3,57 (rot); fiir
r wurde jeweils 0,5 gewdhlt.

Geometrisches Mittel

Im Zusammenhang mit dem geometrischen Wachstum und
der Zinsrechnung soll das sogenannte Geometrische Mittel
kurz gestreift werden. Seine Formel lautet:

XG=1nX1*X2*m*xn

So benutzt man bei der Suche des geometrischen Mittels Log-
arithmen, um sich das Wurzelziehen (n>2) zu ersparen. Die
Logarithmen gehdren zu den elementaren Rechenverfahren
eines Statistikers. Nach Cauchy’s (1789 - 1857) Mittelwertsatz
gilt: Das geometrische Mittel mehrerer positiver Zahlen ist klei-
ner als das arithmetische Mittel der Zahlen (beide Mittel sind nur
dann gleich groB, wenn die Zahlen jeweils gleich sind).

Nay *ay *...*a, coit@ o tan

n

Eine allgemeine Anmerkung zu Wachstumsraten

Bei der Berechnung von Wachstumsraten ist zu beachten,
dass eine Steigerung um einen bestimmten Prozentsatz und
eine darauf folgende Verringerung des Wertes um den glei-
chen Prozentsatz nicht den Ausgangspunkt, sondern einen ge-
ringeren Wert ergibt. So kann man beispielsweise fragen: Um
wie viel muss ein Wert, der eine EinbuBe um 60 % hinnehmen
musste, steigen, damit wieder der urspriingliche Wert erreicht
wird? Die Antwort: 150%.

Zum Ansparen fiir das Alter

Der Kapitalbedarf im Alter sollte nicht unterschétzt werden.
Der nachstehenden Ubersicht kann entnommen werden, wie
liber die Dauer der Ansparzeit der monatliche Aufwand sinkt,
wenn der Zinseszinseffekt voll zum Tragen kommt.
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Monatliche Sparrate um nach einer bestimmten Zeit bei einem
angenommenen Zins den Betrag von 100 000 Euro zu erzie-
len (vorschiissig)?

2% Zins 4% Zins
Spardauer - )
in Jahren monatliche Gesamt- monatliche Gesamt-
Sparrate aufwand Sparrate aufwand
339 81277 272 65218
203 72 941 144 51697
136 65 248 84 40 476

Entwertung einer Rente durch Inflation

Der Ausgewogenheit halber sind noch ein paar Satze zum In-
flationsrisiko féllig. Die Inflation ist der Feind der Rentner. Bei
einer Inflationsrate von 2% wird die Kaufkraft nach rund 35
Jahren halbiert. Belduft sich die Inflationsrate zum Beispiel auf
5%, dann ist die Halbierung der Kaufkraft bereits nach rund 14
Jahren eingetreten.

Zum Wesen von Zinspapieren gehort die Erfillung des dar-
in verbrieften Zahlungsversprechens. Der Wertbestandigkeit
des Geldes gebiihrt der absolute Vorrang, soll das Wertpapier
nicht zur Makulatur werden.

Jemand brachte einmal die Geldentwertung — feuilletonistisch
liberspitzt — mit der germanischen Mythologie in Verbindung.
Der Drache Nidhogg nagt an den Wurzeln der Weltesche Ygg-
drasill. Im heutigen Sinn steht Yggdrasill fiir die Notenbank,
deren blétterreicher Wipfel aus Banknoten besteht. Solange
sie griinen, geht es den Sparern gut. Aber Nidhdgg nagt an
den Wurzeln und so kommt es, dass die Bldtter verkimmern.
Wer dieser gefdhrliche Nager ist, weil man nicht so recht.

Im 18. Jahrhundert war der Begriff ,inflationsindexierte Anlei-
hen“ zwar noch nicht bekannt und dennoch wusste man sich
vor Kaufkraftverlusten zu schiitzen, wie ein Beitrag von Hanno
Beck in der FA.Z vom 8. Juni 2004 zum Ausdruck brachte.
Dabei ging es um eine 1780 in Massachusetts getroffene Ver-
einbarung: ,Glaubiger und Schuldner der Anleihe vereinbar-
ten, dass die Hohe des Riickzahlungsbetrags sich nach dem
am Tag der Riickzahlung zu ermittelnden Wert von fiinf Biin-
deln Heu, 68 Pfund Rindfleisch, 10 Pfund Schafswolle und 16
Pfund Schuhleder richten soll.”

Heutzutage misst der Verbraucherpreisindex die durchschnitt-
liche Preisentwicklung von Waren und Dienstleistungen, die
von privaten Haushalten fiir Konsumzwecke gekauft werden.
In Deutschland wird der Verbraucherpreisindex, wie in vielen
anderen Landern, als Laspeyres-Preisindex errechnet. Dieser

geht auf den deutschen Okonomen Etienne Laspeyres (1834
- 1913) zuriick. Erwéhnt seien seine Schriften Hamburger
Waarenpreis 1851 - 1863 und die californisch-australischen
Goldentdeckungen seit 1848 und Die Berechnung einer mitt-
leren Waarenpreissteigerung in: Jahrbdcher fiir NationalGko-
nomie und Statistik: 3. Band. Jena 1864 bzw. 16. Band. Je-
na 1871.

Milton Friedman berief sich in seinem 1992 erschienen Buch
Geld regiert die Welt auf David Hume (1711 - 1776), der in
seiner Zeit schon erkannte: ,Eine Ausweitung der Geldmenge
bewirkt lediglich den Effekt, den Preis fiir Arbeit und Rohstoffe
in die Hohe zu treiben.*

Sparsamkeit soll nicht zu einer Tugend der Dummen werden,
wie es Robert Nef formulierte. Er nahm Bezug auf Lafontaines
Fabel [Jean de La Fontaine (1621 - 1695)] von der sparsamen
Ameise und der sorglosen Grille und meinte: ,Man gewinnt
sogar zunehmend den Eindruck, dass sich der Staat zum An-
walt der Grillen macht und sie letztlich auf Kosten der Ameisen
versorgen will.“, vgl. Tugend als Bollwerk der Freiheit in Finanz
und Wirtschaft vom 17. Dezember 2005.

Tilgungssatz bestimmt die Tilgungsdauer

Die Hypothekenzinsen haben derzeit einen historischen Tief-
stand erreicht. Das niedrige Zinsniveau hat aber seine Tuicken.
Niedrige Zinsen sind ein verlockendes Argument fir den Erwerb
einer Immobilie. Sie soliten aber bei einer Kreditaufnahme nicht
den Ausschlag geben. Bei der Riickzahlung eines Darlehens ist
die Dauer der Tilgung von Bedeutung, auch bei einem niedrigen
Zinssatz, wie folgende Beispiele und Abb. 3 zeigen (nachschiis-
sige Berechnung).

Hohe des  Zinssatz Tilgungssatz  Monatlicher ~ Dauer der Gesamtauf-
Darlehens Ratenbetrag  Tilgung wand
Euro % % Euro Monate Euro
100 000 3% 1% 333,33 555,21 185 068
100 000 3% 3% 500,00 277,61 138 805
100 000 3% 4% 583,33 224,13 130 742
100 000 5% 1% 500,00 430,92 215460
100 000 5% 4% 750,00 195,03 146 273
100 000 8% 1% 750,00 330,68 248010
100 000 8% 4% 1 000,00 165,34 165 340

2 Zahlen jeweils gerundet.
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Darlehensbetrag 100 000 Euro
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Tilgungsdauer eines Darlehens in Héhe von 100 000 Euro bei einem bzw. vier Prozent Tilgung und ausgewahiten Zinssatzen.

Annuitdten-Darlehen mit einem niedrigen Zins laufen wesent-
lich 1&nger bis zur Tilgung als solche mit einem hoheren Zins.
Mit jeder Ratenzahlung nimmt die Tilgung etwas zu, wahrend
der Zinsaufwand etwas abnimmt. Je niedriger der Darlehens-
zins ist, umso kleiner féllt die Zinsersparnis aus.

Zur Tilgung der dffentlichen Schulden

In ihrer Ausgabe vom 7. Januar 2005 versah die FA.Z. einen
Beitrag mit dem Titel Jede Sekunde 2660 Euro mehr. Diese
Meldung bezog sich auf die Staatsverschuldung. Zitiert wurde
der Steuerzahlerbund: ,Gesetzt den Fall, von sofort an wiirden
keinerlei neue Schulden mehr aufgenommen und die 6ffent-
liche Hand wiirde gesetzlich verpflichtet, jeden Monat eine Mil-
liarde Euro Schulden zu tilgen, so wiirde dieser ProzeB nach
Berechnungen des Steuerzahlerbundes mehr als 117 Jahre
andauern miissen, um den Schuldenberg vollstandig abzutra-
gen.” Das ist sehr einfach gerechnet.

Man kénnte zum Beispiel folgende Frage formulieren: Wie lan-
ge dauert der Schuldenabbau von damals 1415 Milliarden Euro
bei einem Zinssatz von 4% und einer Tilgung von 1 bzw. 3%?
Bei einer Tilgung von einem Prozent miissten monatlich 5,9
Milliarden Euro getilgt werden und das rund 484 Monate (rund
40 Jahre) lang; bei drei Prozent Tilgung ergeben sich folgende
Zahlen: monatliche Tilgung von 8,25 Milliarden Euro fir rund
255 Monate (etwa 21 Jahre).

Angesichts der demographischen Entwicklung stehen in der
Zukunft gewaltige Verbindlichkeiten ins Haus. Rechnet man

zum damaligen Schuldenstand (1,4 Billionen Euro) die An-
wartschaften in den Sozialversicherungen (5,7 Billionen) hin-
zu, so belduft sich dieses Ergebnis auf 7,1 Billionen Euro, vgl.
die Rede von Bundesprésident Kéhler beim Arbeitgeberforum
Wirtschaft und Gesellschaft in Berlin am 15. Médrz 2005. Er-
innert sei an dieser Stelle an Cicero (106 - 43 v. Chr.), der
schon vor 2000 Jahren meinte: ,Die Menschen sehen nicht
ein, welch groBe Einnahmequelle die Sparsamkeit ist.”, vgl.
Paradoxa Stoicorum 49.

Eine hyperbolische Kurve fiir den Steuertarif

Die Niitzlichkeit der Zahl e zeigt sich beispielsweise auch bei
der Losung des beriihmten Problems der hdngenden Kette
oder beim Problem der ,Vertauschten Briefe“. Sie konnte auch
bei einem immer wieder diskutierten Thema, ndmlich dem
Steuertarif, hilfreich sein.

Es besteuert der Steuerstaat, auf dass er besser Steuern
kann!? Schon Albert Einstein (1879 - 1955) soll sich folgen-
dermaBen geduBert haben: ,Um eine Steuererklarung abge-
ben zu kénnen, muss man ein Philosoph sein. Fiir einen Ma-
thematiker ist es zu schwierig.“ Hans-Adam I, Fiirst von und
zu Liechtenstein, meint: ,Wo es Steueroasen gibt, muss es
auch Steuerwiisten geben.®

Die , Steuererkldrung auf dem Bierdeckel* (Friedrich Merz) ist
nicht in Sicht. Wie auch immer: Geeignet erscheint der tan-
gens hyperbolicus (Hyperbeltangens), siehe Abbildung 4. Die
Hyperbelfunktionen entstehen durch rationale Verbindungen
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Der Hyperbeltangens (Tangens hyberbolicus): y = tanh x. Der Bereich der Werte ist
beschrankt, es gilt-1 <y < +1.

Literaturnachweis

Cicero, Marcus Tullius: De legibus = Uber die Gesetze. Pa-
radoxa stoicorum = Stoische Paradoxien. Lateinisch und
deutsch / M. Tullius Cicero. Hrsg., bers. und erl. von Rainer
Nickel. Minchen; Zirich 1994.

Euler, Leonhard: Leonhard Eulers Einleitung in die Analysis
des Unendlichen / aus dem Latein. dbers. und mit Anm. und
Zusdtzen begleitet von Johann Andreas Christian Michelsen.
1. Buch, Berlin 1788.

Jursa, Michael: Die Babylonier: Geschichte, Gesellschaft, Kul-
tur. Miinchen 2004.

der natiirlichen Exponentialfunktionen e* und e>. Einen Vor-
schlag zur Steuervereinfachung gab Harald Fritzsch mit sei-
nem Beitrag Statt Steuertabellen eine mathematische Formel
in der SZ vom 25. Februar 1987 ab. Danach sollte die Steu-
errate eine moglichst stetige Funktion des Einkommens sein,
die von einem gewissen Anfangswert langsam ansteigt, wo-
bei der Spitzensteuersatz letztlich nur angesteuert, aber nie
ganz erreicht wird (asymptotischer Wert). Eine solche Funkti-
on gibt es unter den elementaren mathematischen Funktionen,
ndmlich den sogenannten tangens hyperbolicus (tanh). Des-
sen Verwendung hétte fiir den Steuertarif nicht nur den psy-
chologisch wichtigen Effekt der Gldttung der Steuerkurve zur
Folge, und damit den Wegfall des Mythos, den der Spitzen-
steuersatz heute besitzt, so die Ausfiihrungen von Harald
Fritzsch.

Leibniz, Gottfried Wilhelm: Hauptschriften zur Versicherungs-
und Finanzmathematik / Gottfried Wilhelm Leibniz. Hrsg. von
Eberhard Knobloch ...Berlin 2000.

Pacioli, Luca: Abhandlung tber die Buchhaltung 1494. Nach
dem italienischen Original von 1494 ins Deutsche iibersetzt
und mit einer Einleitung (iber die Italienische Buchhaltung im
14. und 15. Jahrhundert und Paciolis Leben und Werk verse-
hen von Balduin Penndorf. Stuttgart 1933.

Stevin, Simon: De Thiende. Das erste Lehrbuch d. Dezimal-
bruchrechnung nach der holldndischen und der franzdsischen
Ausgabe von 1585. Ubers. und erl. von Helmuth Gericke und
Kurt Vogel. Frankfurt a. M. 1965.

Bayern in Zahlen 12|2007



